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考研数学高等数学电子教材 

主讲：汪诚义 

序言 

    我们讲义共写了八章，数学一的考生全部要学，而其它考生只需要其中的一部分。根据共同需要的内容先讲

的原则，讲课内容与顺序安排如下： 
第一章  函数、极限、连续    （全体） 
第二章  一元函数微分学      （全体） 
第三章  一元函数积分学      （全体） 
第六章   多元函数微分学     （全体） 
第七章  §7.1 二重积分       （全体） 
第四章  §4.1  一阶微分方程 
        §4.3  微分方程的应用 
（数学四考生结束） 
        §4.2  高阶微分方程 
（数学二考生结束） 
第八章  无穷级数 
（数学三考生结束） 
第五章  向量代数与空间解析几何 
第七章  §7.2  三重积分   
        §7.3  曲线积分 
        §7.4  曲面积分       
数学一全部内容结束 
 

第一章  函数、极限、连续 

§1.1  函数 

（甲） 内容要点 
一、函数的概念 

1.  定义 

)(xfy = ， Ix∈  

x 为自变量，y 为因变量或称为函数值 

    yxf →:   为对应关系 

    自变量在定义域里面取值的时候，所有的函数值的全体就称为值域。 
 

口诀（1）：函数概念五要素；对应关系最核心。 
2. 分段函数（考研中用得很多） 

例 1： 
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口诀（2）：分段函数分段点；左右运算要先行。 

    3．反函数 

    例：
2xy =  的反函数 yx ±=  

    由于不单值，所以要看作 yx =  和 yx −= ，它们的图像与
2xy = 一致。 

     
     

    如果改变符号，写成 xy = 和 xy −= ，那么它们的图像要变。 

     

    4．隐函数 

    0),( =yxF  确定 y 与 x 的函数关系 

    有些隐函数能化为显函数，例： 122 =+ yx ，
21 xy −= 和

21 xy −−= 。 

    另外有些隐函数则不能化为显函数。例： 05)23sin( =+−++ yxe yx  

 
二、基本初等函数的概念、性质和图像 
   （内容自己复习参考书，这里仅举例说明其重要性） 

    例 1：考察 x
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     xy arctan= 的图像 
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例 2：考察
2

1

0
lim x
x
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→
 

    因为 −∞=−
→

)1(lim 20 xx
      

指数函数
xey = 的图像 

 

    因此 0lim 2
1

0
=

−

→

x
x

e  

三、复合函数与初等函数 
1. 复合函数 

（i）已知 )(xf ， )(xg ，求 )]([ xgf  

（ii）已知 )]([ xgf ， )(xg ，求 )(xf  

2. 初等函数 
 由基本初等函数经过有限次四则运算或复合运算用一个表达式表示的函数 
原则上来说，分段函数不是初等函数 

四、考研数学中常出现的非初等函数 
    1．用极限表示的函数 

    （1） ( )xfy nn ∞→
= lim  

    （2） ( )xtfy
xt

,lim
→

=  

    2．用变上、下限积分表示的函数 

    （1） ( )∫==
x

a
dttfxFy )(   其中 ( )tf 连续，则 ( )xf

dx
dy

=  

    （2） ( )
( )

( )
∫==

x

x
dttfxGy 2

1

)(
ϕ

ϕ
  其中 ( )x1ϕ ， ( )x2ϕ 可导， ( )tf 连续， 

      则 ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )xxfxxf
dx
dy

1122 ϕϕϕϕ ′−′=  
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     口诀（3）：变限积分是函数；出现之后先求导。 
 
 
五、函数的几种性质 

1．有界性： 

（i）定义：设函数 ( )xfy = 在 X 内有定义，若存在正数M ，使 Xx∈ 都有 ( ) Mxf ≤ ，则称 ( )xf 在 X 上

是有界的。 

 （ii）例：
x

xf 1)( = 在（0，1）内无界，在（1/2，1）内有界 

    2．奇偶性： 

（i）定义：设区间 X 关于原点对称，若对 Xx∈ ，都有 ( ) ( )xfxf −=− ，则称 ( )xf 在 X 上是奇函数。 

    若对 Xx∈ ，都有 ( ) ( )xfxf =− ，则称 ( )xf 在 X 上是偶函数。 

   （ii）图像对称性：奇函数的图象关于原点对称；偶函数图象关于 y 轴对称。 

    常用公式：
为偶函数当

为奇函数当

f
f

)(2

0
)(

0⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
∫∫− a

a

a dxxf
dxxf  

    口诀（4）：奇偶函数常遇到；对称性质不可忘。 
 
    3．单调性： 

（i）定义：设 ( )xf 在 X 上有定义，若对任意 Xx ∈1 ， Xx ∈2 ， 21 xx < 都有 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2121 xfxfxfxf ><

则 称 ( )xf 在 X 上 是 单 调 增 加 的 [ 单 调减 少 的 ] ； 若 对 任 意 Xx ∈1 ， Xx ∈2 ， 21 xx < 都 有

( ) ( ) ( ) ( )[ ]2121 xfxfxfxf ≥≤ ，则称 ( )xf 在 X 上是单调不减[单调不增] 

   （注意：有些书上把这里单调增加称为严格单调增加；把这里单调不减称为单调增加。） 

   （ii）判别方法：在（a，b）内，若 0)( >′ xf ，则 )(xf 单调增加；若 0)( <′ xf ，则单调减少。 

    口诀（5）：单调增加与减少；先算导数正与负。 
    4．周期性： 

（ i）定义：设 ( )xf 在 X 上有定义，如果存在常数 0≠T ，使得任意 Xx∈ ， XTx ∈+ ，都有

( ) ( )xfTxf =+ ，则称 ( )xf 是周期函数，称T 为 ( )xf 的周期。 

     由此可见，周期函数有无穷多个周期，一般我们把其中最小正周期称为周期。 

    （ii）例： )0(sin)( >= λλxxf 周期为
λ
π2

=T ；
3

cos
2

sin)( xxxf += 周期为 12π 是 4π 和 6π 的最小公

倍数； xxxf 2sinsin)( += π 不是周期函数，因为 2 和π 没有最小公倍数。 

 
 
（乙）典型例题 
 
    一、定义域与值域 

    例 1．设 ( )xf 的定义域为 [ ]( )0, >− aaa 求 ( )12 −xf 的定义域 
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    解：要求 axa ≤−≤− 12
，则 axxa +≤≤≤− 11 22

， 

    当 1≥a 时， 01 ≤− a∵ ， ax +≤∴ 12
，则 ax +≤ 1  

    当 10 << a 时， 01 >− a ， axa +≤≤−∴ 11  

    也即 axa +≤≤− 11 或 axa −−≤≤+− 11  

    例 2．求 ( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

>−−
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−<−

==

2,21

22,5
2,3

2

3

xx

xx
xx

xfy 的值域，并求它的反函数。 

    解： 2−<x ， 1183 =+>y ， 3 3 yx −= ， 

    22 ≤≤− x ， 753 ≤−=≤ xy ， yx −= 5 ， 

   2>x ， ( ) 121 2 <−−= xy ， yx −+= 12 ， 

    所以 ( )xfy = 的值域为 ( ) [ ] ( )+∞∞− ,117,31, ∪∪  

    反函数
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    二、求复合函数有关表达式 

    例 1．设 ( )
21 x

xxf
+

= ，求 ( )( )[ ] ( )xfxfff n="  

                                     n 重复合 

    解： ( ) ( )[ ] ( )
( ) 22

2
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+
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+
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    若 ( )
21 kx

xxfk
+

= ， 

    则 ( ) ( )
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    根据数学归纳法可知，对正整数 n ， ( )
21 nx

xxfn
+

=  

    例 2．已知 ( ) xx xeef −=′ ，且 ( ) 01 =f ，求 ( )xf  

    解：令 te x = ， tx ln= ，因此 ( ) ( )
t
ttfef x ln

=′=′ ， 

    ( ) ( ) x
x

tdt
t
tfxf

x 22

1
ln

2
1

1
ln

2
1ln1 ===− ∫  
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    ( ) 01 =f∵ ， ( ) xxf 2ln
2
1

=∴  

 
    三、有关四种性质 

    例 1．设 ( ) ( )xfxF =′ ，则下列结论正确的是                   （    ） 

    （A）若 ( )xf 为奇函数，则 ( )xF 为偶函数 

    （B）若 ( )xf 为偶函数，则 ( )xF 为奇函数 

    （C）若 ( )xf 为周期函数，则 ( )xF 为周期函数 

    （D）若 ( )xf 为单调函数，则 ( )xF 为单调函数 

 解：（B）的反例
23)( xxf = ； 1)( 3 += xxF ；（C）的反例 1cos)( += xxf ; 

    xxxF += sin)( ； (D)的反例 ),( +∞−∞ 内 xxf 2)( = ；
2)( xxF =  

（A） 的证明： 

 ∫=−
x

dttfFxF
0

)()0()(    ∫+=
x

dttfFxF
0

)()0()(   ∫
−

+=−
x

dttfFxF
0

)()0()(  

 作变量替换 tu −=  

     则 ∫ −−+=−
x

udufFxF
0

)()()0()(  

     f∵ 为奇函数， )()( ufuf −=−∴  

     于是 ∫ =+=−
x

xFduufFxF
0

)()()0()(  

     )(xF∴ 为偶函数 

 

例 2．求 ( ) ( )[ ]∫−
− ++−+=

1

1

25 1ln dxxxeexxI xx  

    解： ( ) xx eexf −−=1 是奇函数， 

    ( ) ( )xfeexf xx
11 −=−=− −∵  

    ( ) ( )1ln 2
2 ++= xxxf 是奇函数， 

    ( ) ( )1ln 2
2 ++−=− xxxf∵  

             
( )

1
1ln

2

22

++

−+
=

xx
xx

 

             ( )1ln1ln 2 ++−= xx  

             ( )xf 2−=  

    因此 ( ) ( )1ln 2 ++− − xxeex xx
是奇函数 
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    于是
7
220

1

0

61

1

6 ==+= ∫∫− dxxdxxI  

    例 3．设 ( )xf ， ( )xg 是恒大于零的可导函数，且 ( ) ( ) ( ) ( ) 0<′−′ xgxfxgxf ，则当 bxa << 时，下列结论

成立的是                   （    ） 

    （A） ( ) ( ) ( ) ( )xgbfbgxf >              （B） ( ) ( ) ( ) ( )xgafagxf >  

    （C） ( ) ( ) ( ) ( )bgbfxgxf >              （D） ( ) ( ) ( ) ( )agafxgxf >  

 

    解：（A）等价
)(
)(

)(
)(

bg
bf

xg
xf

> ，只需 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)(
)(

xg
xf

单调减少； 

（B）等价
)(
)(

)(
)(

ag
af

xg
xf

> ，只需 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)(
)(

xg
xf

单调增加； 

 （C）只需 [ ])()( xgxf 单调减少 

 （D）只需 [ ])()( xgxf 单调增加 

  现在 0
)(

)()()()(
)(
)(

2 <
′−′

=
′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
xg

xgxfxgxf
xg
xf

，所以
)(
)(

xg
xf

单调减少，故（A）成立。 

 
    四、函数方程 

        例 1．设 ( )xf 在 [ )+∞,0 上可导， ( ) 00 =f ，反函数为 ( )xg ，且 ( )( ) xxf
exdttg 2

0
=∫ ，求 ( )xf 。 

        解：两边对 x 求导得 ( )[ ] ( ) xx exxexfxfg 22 +=′ ，于是 ( ) ( ) xexxxfx +=′ 2 ，故 ( ) ( ) xexxf 2+=′ ，

( ) ( ) Cexxf x ++= 1 ，由 ( ) 00 =f ，得 1−=C ，则 ( ) ( ) 11 −+= xexxf 。 

     
        口诀（6）：正反函数连续用；最后只留原变量。 
 

        例 2．设 ( )xf 满足 ( ) xxfxf =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
1sin

3
1sin ，求 ( )xf  

解：令 ( ) ( )xfxg sin= ，则 

        ( ) xxgxg =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
1

3
1

， 

        xxgxg 222 3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

， 

        xxgxg 43322 3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

， 

        …… 



 
8

       ( ) xxgxg nnnnn 1211 3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

−−− =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

， 

       各式相加，得 ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− −19

1
9
11

3
1

3
1

nnn xxgxg …  

      ( ) 1≤xg∵ ， 0
3
1

3
1lim =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∴

∞→
xg nnn

 

      
8
9

9
11

1
9

1
9
11lim 1 =

−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +++ −∞→ nn

…  

      因此 ( ) xxg
8
9

= ，于是 

     ( ) πkxxf 2
8
9arcsin += 或 ( ) xk

8
9arcsin12 −+ π （ k 为整数） 

 
     口诀（7）：一步不行接力棒；最终处理见分晓。 
 
    思考题 
    设 ab > 均为常数，求方程 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 01lnsin1lnsin 22 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++++−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +++++ axaxaxbxbxbx 的一个解。 

    解：令 [ ]1lnsin)( 2 ++= ttttf ，则原方程相当于 )()( axfbxf +=+ ，而 tsin 和 [ ]1ln 2 ++ tt 都是奇

函数，故 )(tf 为偶函数，于是只要 )()( axbx +−=+ ， )(
2
1 abx +−=∴  

 

§1.2  极限 

 
    （甲）内容要点 
 
    一、极限的概念与基本性质 
       1．极限的概念 

      （1）数列的极限 Axnn
=

∞→
lim  

      （2）函数的极限 ( ) Axf
x

=
+∞→

lim ； ( ) Axf
x

=
−∞→

lim ； ( ) Axf
x

=
∞→

lim  

                     ( ) Axf
xx

=
→ 0

lim ； ( ) Axf
xx

=
+→ 0

lim ； ( ) Axf
xx

=
−→ 0

lim  

       2．极限的基本性质 

       定理 1  （极限的唯一性）设 ( ) Axf =lim ， ( ) Bxf =lim ，则 BA =  

       定理 2  （极限的不等式性质）设 ( ) Axf =lim ， ( ) Bxg =lim  

       若 x 变化一定以后，总有 ( ) ( )xgxf ≥ ，则 BA ≥  
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       反之， BA > ，则 x 变化一定以后，有 ( ) ( )xgxf > （注：当 ( ) 0≡xg ， 0=B 情形也称为极限的保号

性） 

        定理 3  （极限的局部有界性）设 ( ) Axf =lim  

        则当 x 变化一定以后， ( )xf 是有界的。 

        定理 4  设 ( ) Axf =lim ， ( ) Bxg =lim  

        则（1） ( ) ( )[ ] BAxgxf +=+lim  

         （2） ( ) ( )[ ] BAxgxf −=−lim  

         （3） ( ) ( )[ ] BAxgxf ⋅=⋅lim  

         （4）
( )
( ) B

A
xg
xf
=lim ( )0≠B  

         （5） ( )[ ] ( ) Bxg Axf =lim ( )0>A  

 
    二、无穷小 

        1．无穷小定义：若 ( ) 0lim =xf ，则称 ( )xf 为无穷小（注：无穷小与 x 的变化过程有关， 01lim =
∞→ xx

，

当 ∞→x 时
x
1
为无穷小，而 0xx → 或其它时，

x
1
不是无穷小） 

        2．无穷大定义：任给 0>M ，当 x 变化一定以后，总有 ( ) Mxf > ，则称 ( )xf 为无穷大，记以

( ) ∞=xflim 。 

        3．无穷小与无穷大的关系：在 x 的同一个变化过程中， 

         若 ( )xf 为无穷大，则 ( )xf
1

为无穷小， 

         若 ( )xf 为无穷小，且 ( ) 0≠xf ，则 ( )xf
1

为无穷大。 

         4．无穷小与极限的关系： 

         ( ) ( ) ( )xAxfAxf α+=⇔=lim ，其中 ( ) 0lim =xα  

         5．两个无穷小的比较 

         设 ( ) 0lim =xf ， ( ) 0lim =xg ，且
( )
( ) l
xg
xf
=lim  

        （1） 0=l ，称 ( )xf 是比 ( )xg 高阶的无穷小，记以 ( ) ( )[ ]xgoxf =  

                 称 ( )xg 是比 ( )xf 低阶的无穷小 

         （2） 0≠l ，称 ( )xf 与 ( )xg 是同阶无穷小。 
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         （3） 1=l ，称 ( )xf 与 ( )xg 是等阶无穷小，记以 ( ) ( )xgxf ~  

          6．常见的等价无穷小，当 0→x 时 

          xx ~sin ， xx ~tan ， xx ~arcsin ， xx ~arctan ，
2

2
1~cos1 xx− ， xex ~1− ， ( ) xx ~1lim + ，

( ) axx a ~11 −+ 。 

          7．无穷小的重要性质 
          有界变量乘无穷小仍是无穷小。 
  
          口诀（8）：极限为零无穷小；乘有界仍无穷小。 
 
三、求极限的方法 
    1．利用极限的四则运算和幂指数运算法则 
    2．两个准则 
       准则 1：单调有界数列极限一定存在 

      （1）若 nn xx ≤+1 （ n 为正整数）又 mxn ≥ （ n 为正整数），则 Axnn
=

∞→
lim 存在，且 mA ≥  

      （2）若 nn xx ≥+1 （ n 为正整数）又 Mxn ≤ （ n 为正整数），则 Axnn
=

∞→
lim 存在，且 MA ≤  

      准则 2：夹逼定理 

      设 ( ) ( ) ( )xhxfxg ≤≤ 。若 ( ) Axg =lim ， ( ) Axh =lim ，则 ( ) Axf =lim  

    3．两个重要公式 

      公式 1： 1sinlim
0

=
→ x

x
x

 

      公式 2： e
n

n

n
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim ； e
u

u

u
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim ； ( ) ev v
v

=+
→

1

0
1lim   

     4．用无穷小重要性质和等价无穷小代换 
     5．用泰勒公式（比用等价无穷小更深刻）（数学一和数学二） 

      当 0→x 时， ( )n
n

x xo
n
xxxe +++++=

!!2
1

2

"   

      例：求 3

2

0

2
1

lim
x

xxe x

x

−−−

→
用 ( )3

32

!3!2
1 xoxxxex ++++= （最后一项比

3x 高阶无穷小）原式

6
1)(

6lim 3

3
3

0
=

+
=

→ x

xox

x
，这样比用洛比达法则简单 

      ( ) ( ) ( )12
1253

!12
1

!5!3
sin +

+

+
+

−++−= n
n

n xo
n
xxxxx "  

      ( ) ( ) ( )n
n

n xo
n

xxxx 2
242

!2
1

!4!2
1cos +−+−+−= "  
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      ( ) ( ) ( )n
n

n xo
n
xxxxx +−−+−=+ +1

32

1
32

1ln "  

      ( ) ( )12
12

1
53

12
1

53
arctan +

+
+ +

+
−+−+−= n

n
n xo

n
xxxxx "  

      ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )nna xox
n

naaaxaaaxx +
−−−

++
−

++=+
!

11
!2

111 2 ""  

     6．洛必达法则 

     专门来处理七种比较困难的极限：
0
0
；
∞
∞

； ∞*0 ； ∞−∞ ；
∞1 ；

00 ；
0∞  

     第一层次：直接用洛比达法则可处理
0
0
和
∞
∞

两种 

     法则 1：（
0
0
型）设（1） ( ) 0lim =xf ， ( ) 0lim =xg  

          （2） x 变化过程中， ( )xf ′ ， ( )xg ′ 皆存在 

          （3）
( )
( ) A
xg
xf
=

′
′

lim （或∞） 

              则
( )
( ) A
xg
xf
=lim （或∞） 

     （注：如果
( )
( )xg
xf

′
′

lim 不存在且不是无穷大量情形，则不能得出
( )
( )xg
xflim 不存在且不是无穷大量情形） 

      法则 2：（
∞
∞

型）设（1） ( ) ∞=xflim ， ( ) ∞=xglim  

          （2） x 变化过程中， ( )xf ′ ， ( )xg ′ 皆存在 

          （3）
( )
( ) A
xg
xf
=

′
′

lim （或∞） 

              则
( )
( ) A
xg
xf
=lim （或∞） 

       例： 20

cos1lim
x

x
x

−
→

 

       方法一：等价无穷小替换 2

2
1~cos1 xx−  

       方法二：洛比达法则  分子分母求导得
x
x

2
sin

，然后可以用公式一。 

       第二层次：间接用洛比达法则可处理 ∞*0 和 ∞−∞  

       例 1： xx
x

lnlim
0+→

0
1

1

lim
1

lnlim

2

00
=

−
==

++ →→

x

x

x

x
xx

 

       例 2： )
1

11(lim
0 −

−
→ xx ex )1(

1lim
0 −

−−
=

→ x

x

x ex
xe

20

1lim
x

xex

x

−−
=

→
化为

0
0
型 
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       第三层次：再间接用洛比达法则可处理
∞1 ；

00 ；
0∞ 型，都是

)()](lim[ xgxf 形式 

       口诀（9）：幂指函数最复杂；指数对数一起上。 

       常用技巧：
)(ln)()()]([ xfxgxg exf = ，这样 )(ln)(lim xfxg 是 ∞*0 型，可按第二层次来处理。 

       例 x

x
x

+→0
lim

xx
xe

lnlim
0+→= 10 == e  

       口诀（10）：待定极限七类型；分层处理洛比达。 
       7．利用导数定义求极限 

       基本公式：
( ) ( ) ( )0

00

0
lim xf

x
xfxxf

x
′=

Δ
−Δ+

→Δ
    [如果存在] 

       8．利用定积分定义求极限 

       基本公式： ( )∫∑ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
∞→

1

0
1

1lim dxxf
n
kf

n

n

kn
    [如果存在] 

        
       口诀（12）：数列极限逢绝境；转化积分见光明。 
       口诀（11）：数列极限洛比达；必须转化连续型。 
    9．其它综合方法 
    10．求极限的反问题有关方法 

    例：已知 3
)1sin(

lim 2

2

1
=

−
++

→ x
baxx

x
，求 a 和 b。 

（乙） 典型例题 
    补充题型（关于无穷小） 

    例 1： 01sin
13
1lim 2

3 2

=++
+
+

∞→
nn

n
n

n
（无穷小量乘有界变量仍是无穷小量） 

    例 2:：设当 0→x 时， )1ln()cos1( 2xx +− 是比
nxxsin 高阶无穷小；而

nxxsin 又是比 )1(
2

−xe 高阶的无

穷小，则 n＝       （   ） 
    （A）   1        （B）  2       （C）   3       (D)    4 

    解：当 0→x 时，
42

2
1~)1ln()cos1( xxx +−   1~sin +nn xxx   2~1

2

xex −  

    由 214 >+> n 可知 31 =+n ，故 2=n  选（B） 
     
一、通过各种基本技巧化简后直接求出极限 

    例 1．设 0≠ma ， 0≠nb ，求
01

1
1

01
1

1lim
bxbxbxb
axaxaxa

n
n

n
n

m
m

m
m

x +++
+++

−
−

−
−

∞→ "
"

 

    解： 
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01

1
1

01
1

1lim
bxbxbxb
axaxaxa

n
n

n
n

m
m

m
m

x ++++
+++

−
−

−
−

∞→ "
"

 

       
[ ]

nn
nn

mm
mm

nm

x xbxbxbb
xaxaxaax

−−−
−

−−−
−

−

∞→ ++++
++++

=
0

1
1

1
1

0
1

1
1

1lim
"
"

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>∞

=

<

=

时当

时当

时当

nm

nm
b
a

nm

n

m ,

,0

 

    口诀（13）：无穷大比无穷大；最高阶项除上下。 

    例 2．设 0≠a ， 1<r ，求 ( )1lim −

∞→
+++ n

n
arara "  

    解： )...1)(1(1 12 −++++−=− nn rrrrr∵  

       ( )
r

a
r
raarara

n

n

n

n −
=

−
−

=+++∴
∞→

−

∞→ 11
1limlim 1"  

       特例  （1）求 ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− +

∞→

n
n

n 3
21

3
2

3
2

3
2lim 1

32

"  

    解： 

       例 2 中取
3
2

=a ，
3
2

−=r ，可知原式=
5
2

3
21

3
2

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

 

       （2）
3
4

2
3
2

3
1

3
11

2
1

2
11

lim ==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+++

∞→ n

n

n

"

"
 

    例 3．求 nn

nn

n 32
23lim 1

1

+
−

+

+

∞→
 

    解： 

       分子、分母用
n3 除之， 

       原式= 3
1

3
22

3
23

lim =

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

∞→ n

n

n
 

       或分子分母用
13 +n
除之，原式 3

3
1)

3
2(

)
3
2(

3
11

lim
1

=
+

−
=

+∞→ n

n

n
 

     （注：主要用当 1<r 时， 0lim =
∞→

n

n
r ） 
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    例 4． 设 l 是正整数，求 ( )∑
=

∞→ +

n

kn lkk1

1lim  

    解： 
 

    例如 2=l 时， ( ) )2(
1

)1)(1(
1...

64
1

53
1

42
1

31
1

2
1

1 +
+

+−
++

⋅
+

⋅
+

⋅
+

⋅
=

+∑
= nnnnkk

n

k
 

    ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−+

+
−

−
++−+−+−+−= )

2
11()

1
1

1
1(...)

6
1

4
1()

5
1

3
1()

4
1

2
1()

3
11(

2
1

nnnn
 

    ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−

+
−+=

2
1

1
1

2
11

2
1

nn
 

     

    ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

+ 1
1111

kkllkk
∵  

    ( )∑
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−−

+
−+++=

+
∴

n

k lnnllkk1

1
1

11
2
111

1
1 ""  

    因此原式 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=

ll
1

2
111 "  

    特列： 

    （1） ( )∑
=

∞→
=

+

n

kn kk1
1

1
1lim    ( )1=l  

    （2） ( )∑
=

∞→
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+

n

kn kk1 4
3

2
11

2
1

2
1lim    ( )2=l  

 
二、用两个重要公式 

    例 1． 求 nn

xxx
2

cos
4

cos
2

coslim "
∞→

 

    解： 
    当 0=x ，原式 1=  

    当 0≠x 时，原式

n
n

nn
n

n x

xxxx

2
sin2

2
cos

4
cos

2
cos

2
sin2

lim
"

∞→
=  

                    

n
n

nn
n

n x

xxxx

2
sin2

2
sin

2
cos

4
cos

2
cos2

lim
11

1
−−

−

∞→

⋅
=

"
 

                    "=  

                    

n

n

n

n
nn x

x

x
x

x
x

2
sin

2sinlim

2
sin2

sinlim ⋅==
∞→∞→
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x

xsin
=  

    例 2．求

x

x x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

∞→ 1
1lim  

    解一： 

    
( )
( )

2
1

11

11
lim

/1
/1lim

1
1lim −

−

∞→∞→∞→
==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− e

e
e

x

x
xx
xx

x
x

x

x

x

x

x

x

x
 

    解二： 

    2
1

2
2
1

1
21lim

1
1lim −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

∞→∞→
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− e

xx
x x

xx

x

x

x
 

    例 3． ( ) x

x
x

2cot

0
coslim

→
  ( ) x

x

x
x 2

2

sin2
cos

2

0
sin1lim −=

→
 

                         ( )[ ]( ) ( )2
cos

sin
1

2

0

2

2sin1lim −
⋅

−
→

−+=
x

x
x

x  

                         2
1

−
= e  

 
三、用夹逼定理求极限 

    例 1．求 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅⋅
∞→ n

n
n 2

12
6
5

4
3

2
1lim "  

    解： 

    令
n

nxn 2
12

6
5

4
3

2
1 −

⋅⋅= " ， 

      
12

2
5
4

3
2

+
⋅=

n
nyn " ， 

    则 nn yx <<0 ，于是
12

10 2

+
=<<

n
yxx nnn  

    由夹逼定理可知： 0lim 2 =
∞→ nn

x ，于是原极限为 0 

    例 2．求 ∑
=

∞→ ++

n

kn knn
k

1
2lim  

    口诀（14）:n 项相加先合并；不行估计上下界。 
    解： 

    ∑
= ++

+++
≤

++
≤

++
+++ n

k nn
n

knn
k

nnn
n

1
222 1
2121 ""

 

    而
( )
( ) 2

1
2

1
2
1

lim
2

21lim 2 =
+

+
=

+
+++

∞→∞→ nn

nn

nn
n

nn

"
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( )

2
1

1

1
2
1

lim
1

21lim 22 =
++

+
=

++
+++

∞→∞→ nn

nn

nn
n

nn

"
 

    由夹逼定理可知 ∑
=

∞→
=

++

n

kx knn
k

1
2 2

1lim  

    例 3．求 ∫∞→

x

x
dtt

x 0
sin1lim  

    解： 

    
( )

2sinsin
0

1
== ∫∫

+ ππ

π
tdtdtt

k

k
∵  

    设 ( )ππ 1+<≤ nxn ，则 

    
( ) ( )12sinsinsin2

1

000
+=≤≤= ∫∫∫

+
ndttdttdttn

nxn ππ
 

    于是， 

    ( )
( )
ππ n

ndtt
xn

n x 12sin1
1

2
0

+
≤≤

+ ∫  

    ( ) ππ
2

1
2lim =
+∞→ n
n

n
∵ ，

( )
ππ
212lim =

+
∞→ n

n
n

， 

    由夹逼定理可知，
π
2sin1lim

0
=∫+∞→

x

x
dtt

x
 

 
四、用定积分定义求数列的极限 

    例 1．求 ∑
=

∞→ +

n

kn kn
n

1
22lim  

    分析：如果还想用夹逼定理中的方法来考虑 

    ∑
= +

≤
+

≤
+

n

k n
n

kn
n

nn
n

1
22

2

2222

2

1
 

    而
2
1lim 22

2

=
+∞→ nn
n

n
， 1

1
lim 22

2

=
+∞→ n

n
n

 

    由此可见，无法再用夹逼定理，因此我们改用定积分定义来考虑 
    解： 

    ∑∑
=

∞→
=

∞→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
+

n

kn

n

kn

n
knkn

n
1

2
1

22

1

11limlim  

    
40

1
arctan

1
1

0 2

π
==

+
= ∫ x

x
dx

 

    例 2．求 ∑
=

∞→
+

n

kn

k
n

n
k

1 1

sin
lim

π

 

    解： 
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    ∑∑∑
===

≤
+

≤
+

n

k

n

k

n

k n
k

n
k

n

n
k

n
k

n 111
sin1

1

sin
sin

1
1 π

π
π∵  

    而
π

ππ 2sinsin1lim
1

0
1

== ∫∑
=

∞→
xdx

n
k

n

n

kn
 

    
π

ππ 2sin1
1

limsin
1

1lim
11

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

+ ∑∑
=

∞→
=

∞→

n

kn

n

kn n
k

nn
n

n
k

n
 

     由夹逼定理可知，
π

π
2

1

sin
lim

1
=

+
∑
=

∞→

n

kn

k
n

n
k

 

五、用洛必达法则求极限 

     1．
0
"0"
型和

∞
∞""

型 

    例 1．求

n

nn
n 1sin

1sin1

lim
3

−

∞→
 

    解：离散型不能直接用洛必达法则，故考虑 

        3030

sinlim
sin

sinlim
x

xx
x
xx

xx

−−
→→

等价无穷小代换  

        
6
1

6
sinlim

3
cos1lim

020
==

−
=

→→ x
x

x
x

xx
 

        ∴
6
1

=原式  

    例 2．求 10

1

0

2

lim
x

e x

x

−

→
 

    解：若直接用
0
"0"
型洛必达法则 1，则得 12

1

09

1

3

0 5
lim

10

2

lim
2

2

x
e

x

e
x x

x

x

x

−

→

−

→
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 （不好办了，分母 x 的次数反而增加） 

    为了避免分子求导数的复杂性，我们先用变量替换，令 t
x

=2

1
 

    于是 tt

t

t

x

x e
t

t
e

x
e 5

510

1

0
limlimlim

2

+∞→−

−

+∞→

−

→
==  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞

型
""

 

        0!5lim5lim
4

====
+∞→+∞→ tttt ee

t "  

    口诀（15）：变量替换第一宝；由繁化简常找它。 

    例 3．设函数 )(xf 连续， 0)0( ≠f ，求

∫
∫

−

−

→ x

x

x dttxfx

dttftx

0

0

0 )(

)()(
lim  
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    解：原式

∫
∫ ∫−=

→ x

x x

x duufx

dtttfdttfx

0

0 0

0 )(

)()(
lim （分母作变量替换 utx =− ） 

            

∫
∫

+

−+
=

→ x

x

x xxfduuf

xxfxxfdttf

0

0

0 )()(

)()()(
lim （用洛必达法则，分子、分母各求导数） 

            （用积分中值定理） 

            
)()(

)(lim
)0(

0 xxfxf
xf

x +
=

→
→ ξ

ξ

ξ

（ξ 在 0 和 x 之间） 

            
2
1

)0()0(
)0(

=
+

=
ff

f
 

    2． "" ∞−∞ 型和 "0" ∞⋅ 型 

     例 1．求 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

→ 2

2

20

cos
sin

1lim
x

x
xx

 

     解：原式
xx

xxx
x 22

222

0 sin
cossinlim ⋅−

=
→

 

            4

22

0

2sin
4
1

lim
x

xx

x

−
=

→
 

            30 4

2cos2sin
4
42

lim
x

xxx

x

−
=

→
 

            30 2

4sin
4
1

lim
x

xx

x

−
=

→
 

            20 6
4cos1lim

x
x

x

−
=

→
 

            
x

x
x 12

4sin4lim
0→

=  

            
3
4

=  

    例 2．设 0>a ， 0>b 常数。求 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+∞→

xx
x

bax
11

lim  

    解：原式
t

bat
x

x

ba tt

t

xx

x

−
=

−
=

+→+∞→ 0

11

lim1
1

lim 令  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

型
0
"0"

 

          用洛必达法则 

       ( )bbaa tt

t
lnlnlim

0
−=

+→
 

       ba lnln −=  

       
b
aln=  
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3． "1" ∞
型， "0" 0

型和 "" 0∞ 型 

        这类都是 [ ] )()(lim xgxf 形式可化为
[ ])(ln)(lim xfxge  

        而 [ ])(ln)(lim xfxg 都是 "0" ∞⋅ 型，按 2 的情形处理 

    例 1．求
x

x
x

2sin

0
lim

+→
 

    解：令
xxy

2sin= ， xxy lnsinln 2=  

        0
2

1

lim
1

lnlimlnlimlnsinlimlnlim

3

0

2

0

2

0

2

00
=

−
====

+++++ →→→→→

x

x

x

xxxxxy
xxxxx

 

        1lim 0

0
==∴

+→
ey

x
 

    例 2．设 0>a ， 0>b 常数，求

n
nn

n

ba
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∞→ 2

lim  

    解：先考虑

x

xx

x

ba

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

+∞→ 2
lim

11

它是
"1" ∞
型 

       令

x

xx bay
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

=
2

11

，
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= 2lnlnln

11
xx baxy  

       
( )

t
bat

x
x

ba
y

tt

t

xx

xx

2lnlnlim1
1

2lnln
limlnlim

0

11

−+
=

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

=
+→+∞→+∞→

令  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

型
0
"0"

 

       ( ) abba
ba

bbaa
tt

tt

t
lnlnln

2
1lnlnlim

0
=+=

+
+

=
+→

 

    因此， abba
x

xx

x
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

+∞→ 2
lim

11

 

    于是， abba
n

nn

n
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∞→ 2

lim  

 
 
 
六、求分段函数的极限 
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    例：求

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

+

+
→ x

x

e

e

x

x

x

sin

1

2lim 4

1

0
 

    解： ∵
⎩
⎨
⎧

<−
≥

=
0       ,
 0          ,

xx
xx

x  

           又 +∞=
+→

x

n
e

1

0
lim  ， 0lim

1

0
=

−→

x

n
e  

所以必须先分左、右极限考虑。 

( ) 112sin

1

2lim 4

1

0
=−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

+

+
−→ x

x

e

e

x

x

x
 

        110sin

1

2lim 4

34

0
=+=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

+

+
−

−−

→ + x
x

e

ee

x

xx

x
 

        1sin

1

2lim 4

1

0
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

+

+
∴

→ x
x

e

e

x

x

x
 

 
七、用导数定义求极限 

    例 1．设 ( ) 20 =′ xf ，求
( ) ( )

x
xxfxxf

x Δ
Δ−−Δ+

→Δ

23
lim 00

0
 

    解：原式
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

x
xfxxfxfxxf

x Δ
−Δ−−−Δ+

=
→Δ

0000

0

23
lim  

            
( ) ( ) ( ) ( )

( )x
xfxxf

x
xfxxf

xx Δ−
−Δ−

+
Δ

−Δ+
=

→Δ→Δ 2
2

lim2
3

3
lim3 00

0

00

0
 

            ( ) ( )00 23 xfxf ′+′=  

            ( )05 xf ′=  

            10=  

例 2．设曲线 ( )xfy = 与 xy sin= 在原点相切，求 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞→ n
nf

n

2lim  

    解：由题设可知 ( ) 00 =f ， ( ) ( ) 1
0

sin0 =
=

′=′
x

xf  

    于是

( )

02

02

2lim2lim
−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞→∞→

n

f
n

f

n
nf

nn
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                   ( )02 f ′=  

                   2=  
 
八、递推数列的极限 

    例 1．设 30 1 << x ， ( )nnn xxx −=+ 31 ，证明 nn
x

∞→
lim 存在，并求其值。 

    解： 01 >x∵ ， 03 1 >− x ， 

        ( ) ( )
2
3

2
3

30 11
112 =

−+
≤−=<∴

xxxxx  

    （几何平均值≤算术平均值，即 a>0, b>0 时，
2

baab +
≤ ） 

    用数学归纳法可知 1>n 时，
2
30 ≤< nx ， { }nx∴ 有界。 

    又当 1>n 时， ( ) nnnnn xxxxx −−=−+ 31  

                         ( )nnn xxx −−= 3  

                         
( )

0
3

23
≥

+−

−
=

nn

nn

xx
xx

 

    nn xx ≥∴ +1 ，则{ }nx 单调增加。 

    根据准则 1，
lxnn

=
∞→

lim
存在 

    把
( )nnn xxx −=+ 31 两边取极限，得

( )lll −= 3  

    
22 3 lll −= ， 0=l （舍去）得 2

3
=l

， 2
3lim =∴

∞→ nn
x

 

口诀（16）：递推数列求极限；单调有界要先证，两边极限一起上；方程之中把值找。 

    思考题  设 "" ,12,,12,2
11

21
−

+=+==
n

n x
x

x
xx    求 nn

x
∞→

lim  

九、求极限的反问题 

    例 1．设 ( ) 3
1sin

lim 2

2

1
=

−
++

→ x
baxx

x
，求a 和b  

    解：由题设可知 ( ) 0lim 2

1
=++

→
baxx

x
， 

    01 =++∴ ba ，再由洛必达法则得            

( ) ( )1cos2
2lim

1sin
lim 212

2

1 −
+

=
−
++

→→ xx
ax

x
baxx

xx
 （用等价无穷小替换把 12 −x 换 )1sin( 2 −x 可以更简单） 

2
2 a+

= 3=  

5,4 −== ba  

http://www.1zhao.org
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    例 2．设 ( )xf 在 ( )+∞,0 内可导， ( ) 0>xf ， ( ) 1lim =
∞→

xf
x

，且满足
( )
( )

x
h

h
e

xf
hxxf 1

1

0
lim =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
→

，求 ( )xf 。 

    解：
( )
( )

( ) ( )[ ]xfhxxf
h

h

h
he

xf
hxxf lnln1lim

1

0
0lim

−+

→

→=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
 

( ) ( )[ ]xfhxxf
hx
x

he
lnlnlim

0
−+

→=  ( )[ ]′= xfxe ln  

（
( ) ( )

x
xFxxFxF

x Δ
−Δ+

=
→Δ 0

lim)('    取 ),(ln)( xfxF =  hxx =Δ ） 

    因此， ( )[ ]
x

xfx 1ln =′ ， ( )[ ] 2

1ln
x

xf =′ ， ( ) c
x

xf ′+−=
1ln  

    ( ) xcexf
1

−
= ，由 ( ) 1lim =

+∞→
xf

x
，可知 1=c ， 则 ( ) xexf

1
−

=  

 

§1.3  连续 

（甲）内容要点 
 
一、函数连续的概念 
    1．函数在一点连续的概念 

    定义 1  若 ( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

，则称 ( )xf 在点 0x 处连续。 

    定义 2  设函数 ( )xfy = ，如果 ( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
−→

，则称函数 ( )xf 在点 0x 处左连续；如果

( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
+→

，则称函数 ( )xf 在点 0x 处右连续。 

    如果函数 ( )xfy = 在点 0x 处连续，则 ( )xf 在 0x 处既是左连续，又是右连续。 

    2．函数在区间内（上）连续的定义 

    如果函数 ( )xfy = 在开区间 ( )ba, 内的每一点都连续，则称 ( )xf 在 ( )ba, 内连续。 

    如果 ( )xfy = 在开区间内连续，在区间端点 a 右连续，在区间端点b 左连续，则称 ( )xf 在闭区间 ],[ ba 上

连续。 
 
二、函数的间断点及其分类 
    1． 函数的间断点的定义 

    如果函数 ( )xfy = 在点 0x 处不连续，则称 0x 为 ( )xf 的间断点。 

    2．函数的间断点分为两类： 
    （1）第一类间断点 

    设 0x 是函数 ( )xfy = 的间断点，如果 ( )xf 在间断点 0x 处的左、右极限都存在，则称 0x 是 ( )xf 的第一类

间断点。 
    第一类间断点包括可去间断点和跳跃间断点。 
    （2）第二类间断点 
    第一类间断点以外的其他间断点统称为第二类间断点。 
    常见的第二类间断点有无穷间断点和振荡间断点。 
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    例如： 0=x 是 ( )
x

xxf sin
= 的可去间断点，是 ( )

x
x

xf = 的跳跃间断点，是 ( )
x

xf 1
= 的无穷间断点，是

( )
x

xf 1sin= 的振荡间断点。 

 
三、初等函数的连续性 
    1．在区间 I 连续的函数的和、差、积及商（分母不为零），在区间 I 仍是连续的。 
    2．由连续函数经有限次复合而成的复合函数在定义区间内仍是连续函数。 
    3．在区间 I 连续且单调的函数的反函数，在对应区间仍连续且单调。 
    4．基本初等函数在它的定义域内是连续的。 
    5．初等函数在它的定义区间内是连续的。 
 
四、闭区间上连续函数的性质 

    在闭区间 ],[ ba 上连续的函数 ( )xf ，有以下几个基本性质，这些性质以后都要用到。 

    定理 1 （有界定理）如果函数 ( )xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，则 ( )xf 必在 ],[ ba 上有界。 

    定理 2 （最大值和最小值定理）如果函数 ( )xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，则在这个区间上一定存在最大值M

和最小值m 。 
    其中最大值M 和最小值m 的定义如下： 

    定义   设 ( ) Mxf =0 是区间 ],[ ba 上某点 0x 处的函数值，如果对于区间 ],[ ba 上的任一点 x ，总有

( ) Mxf ≤ ，则称M 为函数 ( )xf 在 ],[ ba 上的最大值。同样可以定义最小值 .m  

    定理 3  （介值定理）如果函数 ( )xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，且其最大值和最小值分别为M 和m ，则对于

介于m 和M 之间的任何实数 c，在 ],[ ba 上至少存在一个ξ ，使得 

                           ( ) cf =ξ  

    推论：如果函数 ( )xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，且 ( )af 与 ( )bf 异号，则在 ( )ba, 内至少存在一个点ξ ，使得 

                        ( ) 0=ξf  

    这个推论也称零点定理。 

思考题：什么情况下能保证推论中的ξ 是唯一的？ 

 
（乙）典型例题 
 
一、讨论函数的连续性 
    由于初等函数在它的定义区间内总是连续的，所以，函数的连续性讨论多是指分段函数在分段点处的连续性。

对于分段函数在分段点处的连续性，若函数在分段点两侧表达式不同时，需根据函数在一点连续的充要条件进行

讨论。 
    例 1．讨论函数 
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                        ( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

>

=
<

=

0,1sin

0,0
0,

1

x
x

x

x
xe

xf

x

 

在点 0=x 处的连续性。 

    解：因 ( ) ( ) 0limlim00
1

00
===−

−− →→

xe

xx
xff  

           ( ) ( ) 01sinlimlim00
00

===+
++ →→ x
xxff

xx
 

              ( ) 00 =f  

    即有 ( ) ( ) ( )00000 fff =+=− ，故 ( )xf 在点 0=x 连续。 

二、间断点问题 

    例 1．设 ( )xf ， ( )xg 在 ( )+∞∞− , 内有定义， ( )xf 为连续，且 ( ) 0≠xf ， ( )xg 有间断点，则下列函数中

必有间断点的为（    ） 

    （A） ( )][ xfg       （B） ( ) 2][ xg         （C） ( )][ xgf        （Ｄ）
( )
( )xf
xg

 

 

解：（A），（B），（C）的反例：取 ( ) 1≡xf ,
⎩
⎨
⎧

<−
≥

=
0       ,1
 0          ,1

)(
x
x

xg , 

    （D）成立的证明：用反证法 
     假如不然 

     )(
)(
)( xh

xf
xg

= 连续，则 )()()( xfxhxg = 连续与条件矛盾，故
( )
( )xf
xg

必有间断点。 

    例２．求 ( )xfx
x
x

n

n

n
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

∞→ 1
1lim 2

2

的间断点，并判别其类型。 

    解：当 1<x 时， 0lim 2 =
∞→

n

n
x ， ( ) xxf −−= 1  

        当 1=x 时， ( ) xxf −=  

        当 1>x 时， ( ) xxf −= 1  

    所以 ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−

=−

<−−

=

1 ,1   

1 ,     

1 ,1

xx

xx

xx

xf     它是分段函数， 

    分段点为 1± ， ( ) 11 −=f ， ( ) 201 −=−f ， ( ) 001 =+f ， ( ) 11 =−f ， ( ) 201 =−−f ， ( ) 001 =+−f 。

所以 1± 皆是第一类间断点，（跳跃间断点） 
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    例 3．求 ( )xf
x
t xt

x

xt
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→

sinsin

sin
sinlim 的间断点，并判别其类型。 

    解： πkx ≠ ，考虑 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=

→ x
t

xt
xxf

xt sin
sinln

sinsin
limln （用洛必达法则） 

                            
x

x

x
t
x
t

t
x

xt sin
sin
sin
sin
cos

cos
lim =⋅=
→

 

                    ∴  ( ) x
x

exf sin=   ( )πkx ≠  

    于是 πkx = （ k 整数）是间断点， 0=x 是可去间断点。 

    ( )0≠= kkx π 是第二类间断点 

三、用介值定理讨论方程的根 

    例 1．证明五次代数方程 0155 =−− xx 在区间 ( )2,1 内至少有一个根。 

    证：由于函数 ( ) 155 −−= xxxf 是初等函数，因而它在闭区间 ]2,1[ 上连续，而 ( ) 0511511 5 <−=−×−=f  

        ( ) 02112522 5 >=−×−=f  

    由于 ( )1f 与 ( )2f 异号，故在 ( )2,1 中至少有一点 0x ，使 

                                  ( ) 00 =xf  

    就是说，五次代数方程 0155 =−− xx 在区间 ( )2,1 内至少有一个根。 

口诀（17）：函数为零要论证，介值定理定乾坤。 

    例 2．设 ( )xf 在 [ ]ba, 上连续，且 ( ) aaf < ， ( ) bbf > ， 

    证明： ( ) xxf = 在 ( )ba, 内至少有一个根。 

    证： 令 ( ) ( ) xxfxg −= ，可知 ( )xg 在 [ ]ba, 上连续。 

         ( ) ( ) 0<−= aafag  

         ( ) ( ) 0>−= bbfbg  

    由介值定理的推论，可知 ( )xg 在 ( )ba, 内至少有一个零点，即 ( ) xxf = 在 ( )ba, 内至少有一个根。 

    例 3．设 ( )xf 在 [ ]1,0 上连续，且 ( ) ( )10 ff = 。求证：在 [ ]1,0 上至少存在一点ξ 使 ( )ξξ f
n

f =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1
（ 2≥n

正整数） 

    证：令 ( ) ( )xf
n

xfxG −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

1
， ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

∈
n

nx 1,0  
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        则 ( ) ( )010 f
n

fG −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

         ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
f

n
f

n
G 121

 

         ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
f

n
f

n
G 232

 

         #  

         ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

n
nff

n
nG 111

 

    于是 ( ) ( ) ( ) 001110 =−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ ff

n
nG

n
GG "  

    （i）如果 ( )1,,1,0 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ni

n
iG " 有为 0，则已经证明 

        
n
i

=ξ∵ ， ( ) 0=ξG ， ( )ξξ f
n

f =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1
成立。 

    （ii）如果 ( )1,,1,0 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ni

n
iG " 全不为 0； 

        则不可能同号，否则相加后不为 0，矛盾。 

        所以其中一定有异号，不妨假设 10 21 −≤<≤ nii ， ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
iG 1 与 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
iG 2 异号。 

        根据介值定理推论存在 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

n
i

n
i 21 ,ξ 使 ( ) 0=ξG  

        则 ( )1,0∈ξ ，使 ( )ξξ f
n

f =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1
成立。 

 
 
 

第二章  一元函数微分学 

 

§2.1  导数与微分 

 
    （甲）内容要点 
 
    一、导数与微分概念 
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    1．导数的定义 

       设函数 ( )xfy = 在点 0x 的某领域内有定义，自变量 x 在 0x 处有增量 xΔ ，相应地函数增量

( ) ( )00 xfxxfy −Δ+=Δ 。如果极限 

                         
( ) ( )

x
xfxxf

x
y

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

→Δ→Δ

00

00
limlim  

存在，则称此极限值为函数 ( )xf 在 0x 处的导数（也称微商），记作 ( )0xf ′ ，或
0xx

y
=

′ ，
0xxdx

dy
=

，

( )
0xxdx

xdf
=

等，并称函数 ( )xfy = 在点 0x 处可导。如果上面的极限不存在，则称函数 ( )xfy = 在点 0x 处不

可导。 

    导数定义的另一等价形式，令 xxx Δ+= 0 ， 0xxx −=Δ ，则 ( ) ( ) ( )
0

0
0

0

lim
xx

xfxf
xf

xx −
−

=′
→

 

    我们也引进单侧导数概念。 

    右导数： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

xfxxf
xx

xfxf
xf

xxx Δ
−Δ+

=
−
−

=′
++ →Δ→

+
00

0
0

0
0 limlim

0

 

    左导数： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

xfxxf
xx

xfxf
xf

xxx Δ
−Δ+

=
−
−

=′
−− →Δ→

−
00

0
0

0
0 limlim

0

 

    则有 

    ( )xf 在点 0x 处可导 ( )xf⇔ 在点 0x 处左、右导数皆存在且相等。 

    2．导数的几何意义与物理意义 

       如果函数 ( )xfy = 在点 0x 处导数 ( )0xf ′ 存在，则在几何上 ( )0xf ′ 表示曲线 ( )xfy = 在点 ( )( )00 , xfx 处

的切线的斜率。 

    切线方程： ( ) ( )( )000 xxxfxfy −′=−  

    法线方程： ( ) ( ) ( ) ( )( )01
00

0
0 ≠′−

′
−=− xfxx

xf
xfy  

口诀（18）：切线斜率是导数，法线斜率负倒数。 

    设物体作直线运动时路程 S 与时间 t 的函数关系为 ( )tfS = ，如果 ( )0tf ′ 存在，则 ( )0tf ′ 表示物体在时刻 0t

时的瞬时速度。 
    3．函数的可导性与连续性之间的关系 

    如果函数 ( )xfy = 在点 0x 处可导，则 ( )xf 在点 0x 处一定连续，反之不然，即函数 ( )xfy = 在点 0x 处连续，

却不一定在点 0x 处可导。例如， ( ) xxfy == ，在 00 =x 处连续，却不可导。 

    4．微分的定义 

    设函数 ( )xfy = 在点 0x 处有增量 xΔ 时，如果函数的增量 ( ) ( )00 xfxxfy −Δ+=Δ 有下面的表达式 
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    ( ) ( )xoxxAy Δ+Δ=Δ 0     ( )0→Δx  

    其中 ( )0xA 为 xΔ 为无关， ( )xo Δ 是 0→Δx 时比 xΔ 高阶的无穷小，则称 ( )xf 在 0x 处可微，并把 yΔ 中的

主要线性部分 ( ) xxA Δ0 称为 ( )xf 在 0x 处的微分，记以
0xx

dy
=

或 ( )
0xx

xdf
=

。 

    我们定义自变量的微分 dx就是 xΔ 。 
    5．微分的几何意义 

    ( ) ( )00 xfxxfy −Δ+=Δ 是曲线 ( )xfy = 在点 0x 处相应于自变量增量 xΔ 的纵坐标 ( )0xf 的增量，微分

0xx
dy

=
是曲线 ( )xfy = 在点 ( )( )000 , xfxM 处切线的纵坐标相应的增量（见图）。 

 
    6．可微与可导的关系 

   ( )xf 在 0x 处可微 ( )xf⇔ 在 0x 处可导。 

口诀（19）：可导可微互等价；它们都比连续强。 

   且 ( ) ( )dxxfxxA
xx

dy 00
0

′=Δ=
=

 

   一般地， ( )xfy = 则 ( )dxxfdy ′=  

   所以导数 ( )
dx
dyxf =′ 也称为微商，就是微分之商的含义。 

    7．高阶导数的概念 

    如果函数 ( )xfy = 的导数 ( )xfy ′=′ 在点 0x 处仍是可导的，则把 ( )xfy ′=′ 在点 0x 处的导数称为 ( )xfy =

在点 0x 处的二阶导数，记以
0xx

y
=

′′ ，或 ( )0xf ′′ ，或
0

2

2

xxdx
yd

=
等，也称 ( )xf 在点 0x 处二阶可导。 

    如果 ( )xfy = 的 1−n 阶导数的导数存在，称为 ( )xfy = 的 n 阶导数，记以
( )ny ，

( ) ( )xy n
， n

n

dx
yd
等，这时

也称 ( )xfy = 是 n 阶可导。 

 
    二、导数与微分计算 
    1．导数与微分表（略） 
    2．导数与微分的运算法则 
    （1）四则运算求导和微分公式 
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         '
212

'
1

'
21 ][ ffffff +=  

         '
3213

'
2132

'
1

'
321 ][ ffffffffffff ++=  

         2

''
')(

g
fggf

g
f −

=  

    （2）反函数求导公式 

         设 )(xfy = 的反函数为 )(ygx = ，则
)]([

1
)(

1)( ''
'

ygfxf
yg ==  

    （3）复合函数求导和微分公式 

         设 )(),( xguufy == ，则 )()]([ '' xgxgf
dx
du

du
dy

dx
dy

==  

    （4）隐函数求导法则 

         每一次对 x 求导，把 y 看作中间变量，然后解出
'y  

         例： 765)23sin( =++−++ yxyxe yx
，确定 )(xyy = ，求

'y  

         解：两边每一项对 x 求导，把 y 看作中间变量 

             065)23)](23[cos()1( ''' =++−−+++ yyyxye yx  

             然后把
'y 解出来 

    （5）对数求导法 
         取对数后，用隐函数求导法则 

             
)4)(3(
)2)(1(

−−
−−

=
xx
xxy  

             )]4ln()3ln()2ln()1[ln(
2
1ln −−−−−+−= xxxxy  

         求导得 

             )
4

1
3

1
2

1
1

1(
2
1'

−
−

−
−

−
+

−
=

xxxxy
y

 

         解出 'y  

 

         0>= xxy x  

             xxey ln=  解出 'y  

             xxy lnln =  

             1ln'
+= x

y
y

解出 'y  

 
    （6）用参数表示函数的求导公式 
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设 ),(),( tytx ψϕ == 则 )0)('(
)('
)('

≠== t
t
t

dt
dx
dt
dy

dx
dy ϕ

ϕ
ψ

 

 
    （乙）典型例题 
 
    一、用导数定义求导数 

    例．设 ( ) ( ) ( )xgaxxf −= ，其中 ( )xg 在 ax = 处连续，求 ( )af ′  

    解： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ag
ax
xgax

ax
afxfaf

axax
=

−
−−

=
−
−

=′
→→

0limlim  

 
    二、分段函数在分段点处的可导性 
    例 1．设函数 

    ( )
⎩
⎨
⎧

>+
≤

=
1,

1,2

xbax
xx

xf  

    试确定a 、b 的值，使 ( )xf 在点 1=x 处可导。 

 
    解：∵可导一定连续， 

        ∴ ( )xf 在 1=x 处也是连续的。 

    由       ( ) ( ) 1limlim01 2

11
===−

−− →→
xxff

xx
 

             ( ) ( ) ( ) babaxxff
xx

+=+==+
++ →→ 11

limlim01  

    要使 ( )xf 在点 1=x 处连续，必须有 1=+ ba 或 ab −= 1  

    又      ( ) ( ) ( ) ( ) 21lim
1
1lim

1
1lim1

1

2

11
=+=

−
−

=
−
−

=′
−−− −−−

− x
x
x

x
fxff

xxx
 

            ( ) ( ) ( ) ( ) a
x
xa

x
bax

x
fxff

xxx
=

−
−

=
−
−+

=
−
−

=′
+++ −−−

+ 1
1lim

1
1lim

1
1lim1

111
 

    要使 ( )xf 在点 1=x 处可导，必须 ( ) ( )11 +− ′=′ ff ，即 a=2 。 

    故当 2=a ， 1211 −=−=−= ab 时， ( )xf 在点 1=x 处可导。 
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    例 2．设 ( )
( )

( ) 1
lim 1

12

+
++

= −

−

∞→ xn

xn

n e
baxexxf ，问 a 和b 为何值时， ( )xf 可导，且求 ( )xf ′  

    解： 1>x∵ 时，
( ) +∞=−

∞→

1lim xn

n
e ， 

          1<x 时，
( ) 0lim 1 =−

∞→

xn

n
e  

        ( )

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<+

=
++

>

=∴

,1     ,

,1,
2

1
 ,1          ,2

xbax

xba
xx

xf  

    由 1=x 处连续性， ( ) 1limlim 2

11
==

++ →→
xxf

xx
， ( ) 1

2
11 =

++
=

baf ，可知 1=+ ba  

    再由 1=x 处可导性， 

    ( ) ( )
1

1lim1
2

1 −
−

=′
+→

+ x
fxf

x
存在 

    ( ) ( ) ( )
1

1lim1
1 −

−+
=′

−→
− x

fbaxf
x

存在 

    且 ( ) ( )11 −+ ′=′ ff  

    根据洛必达法则 ( ) 2
1
2lim1

1
==′

+→
+

xf
x

 

    ( ) aaf
x

==′
−→

− 1
lim1

1
， 

    2=∴a  
    于是 11 −=−= ab  

    ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−
=
>

=
,1    ,12
,1           ,1
,1         ,2

xx
x
xx

xf  

    ( )
⎩
⎨
⎧

<
≥

=′
1,       2,
1,      ,2

x
xx

xf  

 
    三、运用各种运算法则求导数或微分 

    例 1．设 ( )xf 可微， ( ) ( )xfexfy ⋅= ln ，求dy  

    解： 

    ( ) ( ) ( ) ( )xdfedexfdy xfxf lnln +=  

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxexf
x

dxxfexf xfxf ln1ln ′+′=  

       ( ) ( ) ( ) ( ) dxxf
x

xfxfe xf
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′+′= ln1ln  

    例 2．设
xxxy = ( )0>x ，求

dx
dy

 

    解： 
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    xxy x lnln =  对 x 求导，得 

    ( ) xx x
x

xxy
y

1ln1
+

′
=′  

    再令
xxy =1 ， xxy lnln 1 = ，对 x 求导， 

    1ln1
1

1

+=′ xy
y

， 

    ( ) ( )1ln +=
′

∴ xxx xx  

    于是 

    ( )[ ] xxxx xxxxx
dx
dy 1ln1ln −++=      ( )0>x  

    例 3．设 ( )xyy = 由方程
xy yx = 所确定，求

dx
dy

 

    解： 

    两边取对数，得 yxxy lnln = ， 

    对 x 求导， y
y
xy

x
yxy ′+=+′ lnln  

    y
x
yx

y
xy lnln −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′ ，

xxyx
yxyyy

ln
ln

2

2

−
−

=′  

    例 4．设 

    
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

+=

=

∫
∫

t u

t

t

u

duuey

uduex
2

0

2

1ln

sin
2

     求
dy
dx

 

    解： 

    ( )te
tette

dt
dy
dt
dx

dy
dx

t

tt

21ln2
sinsin2

2

2 24

+
−

==  

 
    四、求切线方程和法线方程 

    例 1．已知两曲线 ( )xfy = 与 dtey
x t∫ −=

arctan

0

2

 在点  ( )0,0  处的切线相同，写出此切线方程，并求

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞→ n
nf

n

2lim 。 

    解： 

    由已知条件可知 ( ) 00 =f ， ( )
( )

1
01

0 2

arctan 2

=
=+

=′
−

xx
ef

x

 

    故所求切线方程为 xy =  



 
33

    
( )

( ) 202
2

02

2lim2lim =′=
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞→∞→
f

n

f
n

f

n
nf

nn
 

    例 2．已知曲线的极坐标方程 θcos1−=r ，求曲线上对应于
6
πθ = 处的切线与法线的直角坐标方程。 

    解： 

 

    曲线的参数方程为 

    
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=−=
−=−=

θθθθθ
θθθθ
cossinsinsincos1

coscoscoscos1 2

y
x

 

    1
6

sincos2sin
sincoscos

66

22

=
=+−

+−
=

=
=

=
πθθθθ

θθθ
πθ

θ

θπθ
d
dx
d
dy

dx
dy

 

    指定点处 ,
2
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6
cos1,

6
−=−==

ππθ r 对应直角坐标为 )
4
3

2
1,

4
3

2
3( −−  

故切线方程  

    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⋅=+−

4
3

2
31

4
3

2
1 xy  

    即 

    0
4
53

4
3

=+−− yx  

   法线方程 

    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−=+−

4
3

2
3

4
3

2
1 xy  

    即 

    0
4
13

4
1

=+−+ yx  

    例 3．设 ( )xf 为周期是5的连续函数，在 0=x 邻域内，恒有 

    ( ) ( ) ( )xaxxfxf +=−−+ 8sin13sin1 。其中
( ) 0lim

0
=

→ x
xa

x
， ( )xf 在 1=x 处可导， 

    求曲线 ( )xfy = 在点 ( )( )6,6 f 处的切线方程。 

    解： 

    由题设可知 ( ) ( )16 ff = ， ( ) ( )16 ff ′=′ ，故切线方程为 
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                             ( ) ( )( )611 −′=− xffy  

    所以关键是求出 ( )1f 和 ( )1f ′  

    由 ( )xf 连续性 ( ) ( )[ ] ( )12sin13sin1lim
0

fxfxf
x

−=−−+
→

 

    由所给条件可知 ( ) 012 =− f ， ( ) 01 =∴ f  

    再由条件可知
( ) ( ) ( ) 8

sinsin
8lim

sin
sin13sin1lim

00
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

−−+
→→ x

xa
x

x
x

xfxf
xx

  

    令 tx =sin ，
( ) ( ) 8131lim

0
=

−−+
→ t

tftf
t

，又 ( ) 01 =f∵  

    ∴上式左边
( ) ( )[ ] ( ) ( )

( )t
ftf

t
ftf

tt −
−−

+
−+

=
→→

11lim311lim
00

 

              ( ) ( ) ( )14131 fff ′=′+′=  

    则 ( ) 814 =′f       ( ) 21 =′f  

    所求切线方程为 ( )620 −=− xy   即 0122 =−− yx  

 
    五、高阶导数 
    1．求二阶导数 

    例 1．设 ( )22ln axxy ++=  ，求 y ′′  

    解： 

    ( )′++
++

=′ 22

22

1 axx
axx

y  

      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

++
=

2222
11

ax
x

axx
 

      
22

1
ax +

=  

    ( )
( )322

2
3

22 2
2
1

ax

xxaxy
+

−=⋅+−=′′
−

 

    例 2．设 ( )⎩
⎨
⎧

+=

=
21ln

arctan
ty
tx

  求 2

2

dx
yd

 

    解： t

t

t
t

dt
dx
dt
dy

dx
dy 2

1
1

1
2

2

2
=

+

+==  
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       )1(2

1
1
2)(

2

2

2

2

t

t
dt
dx

dt
dx
dyd

dx
dx
dyd

dx
yd

+=

+

==
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=  

    例 3．设 )(xyy = 由方程 122 =+ yx 所确定，求 y ′′  

    解： 022 =′+ yyx ，
y
xy −=′  

        2

2

2

1
y

y
xy

y
yxyy

+
−=

′−⋅
−=′′  

           33

22 1
yy

xy
−=

+
−=  

    2．求n 阶导数（ 2≥n ，正整数） 

       先求出 ",, yy ′′′ ，总结出规律性，然后写出
)(ny ，最后用归纳法证明。 

       有一些常用的初等函数的n 阶导数公式 

      （1） xey =   xn ey =)(  

      （2） )1,0( ≠>= aaay x     nxn aay )(ln)( =  

      （3） xy sin=               )
2

sin()( πnxy n +=  

      （4） xy cos=               )
2

cos()( πnxy n +=  

      （5） xy ln=                nnn xny −− −−= )!1()1( 1)(  

       两个函数乘积的 n 阶导数有莱布尼兹公式 

       [ ] ∑
=

−=
n

k

knkk

n
n xvxuxvxu C

0

)()()( )()()()(  

       其中
)!(!

!
knk

nCk

n −
= ， )()()0( xuxu = ， )()()0( xvxv =  

       假设 )(xu 和 )(xv 都是n 阶可导 

    例 1．设
kxy = （ k 正整数），求

)(ny  （n 正整数） 

    解：
⎩
⎨
⎧

>
≤+−−

=
−

kn
knxnkkk

y
nk

n

                                       ,0
,  ,)1()1()( "

 

    例 2．设
x

xy
n

−
=

1
，求

)(ny  （n 正整数） 
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    解： )1(
1

1
1

1)1( 21 ++++−
−

=
−

+−
= −− xxx

xx
xy nn

n

"  

        [ ] 1

)(1)(

)1(
!)1( +

−

−
=−= n

nn

x
nxy  

    例 3．设
23

1
2 +−

=
xx

y ，求
)(ny   （n 正整数） 

    解：
11 )1()2(

1
1

2
1

)2)(1(
1 −− −−−=

−
−

−
=

−−
= xx

xxxx
y  

       [ ]22 )1()2( −− −−−−=′ xxy  

       [ ]33 )1()2()2)(1( −− −−−−−=′′ xxy  

       …… 

       [ ])1()1()( )1()2(!)1( +−+− −−−−= nnnn xxny  

口诀（20）：有理函数要运算；最简分式要先行。 

    例 4．设 xxy 44 cossin += ，求
)(ny   （n 正整数） 

    解：

22

2
2cos1

2
2cos1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
xxy  

          xx 4cos
4
1

4
3)2cos22(

4
1 2 +=+=  

      )
2

4cos(4)
2

4cos(4
4
1 1)( ππ nxnxy nnn +=+⋅= −  

口诀（21）：高次三角要运算；降次处理先开路。 

    例 5．设
xexy 23= ，求

)(ny  （n 正整数） 

    解：用莱布尼兹公式 

       ∑
=

−=
n

k

knxkk

n
n exy C

0

)(2)(3)( )()(  

           )2(2)1(22)(23 )(6
2

)1()(3)( −− −
++= nxnxnx exnnenxex  

               )3(2 )(6
6

)2)(1( −⋅⋅
−−

+ nxennn
 

           [ ])2)(1()1(61282 2323 −−+−++= − nnnxnnnxxe xn  
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§2.2  微分中值定理 

 
    本节专门讨论考研数学中经常考的四大定理：罗尔定理，拉格朗日中值定理，柯西中值定理和泰勒定理（泰

勒公式）。 
[注：数学三不考泰勒定理，数学四不考柯西中值定理和泰勒定理] 
    这部分有关考题主要是证明题，其中技巧性比较高，因此典型例题比较多，讨论比较详细。 
（甲）内容要点 
一、罗尔定理 

    设函数 )(xf 满足 

 

    （1）在闭区间 [ ]ba, 上连续； 

    （2）在开区间 ),( ba 内可导； 

    （3） )()( bfaf =  

    则存在 ),( ba∈ξ ，使得 0)( =′ ξf  

    几何意义：条件（1）说明曲线 )(xfy = 在 ))(,( afaA 和 ))(,( bfbB 之间是连续曲线；[包括点 A和点 B ]。 

    条件（2）说明曲线 )(xfy = 在 BA, 之间是光滑曲线，也即每一点都有不垂直于 x 轴的切线[不包括点 A和

点 B ]。 

    条件（3）说明曲线 )(xfy = 在端点 A和 B 处纵坐标相等。 

    结论说明曲线 )(xfy = 在点 A和点 B 之间[不包括点 A和点 B ]至少有一点，它的切线平行于 x 轴。 

 
口诀（22）：导数为零欲论证；罗尔定理负重任。 
 
二、拉格朗日中值定理 

    设函数 ( )xf 满足 

    （1）在闭区间 [ ]ba, 上连续； 

    （2）在开区间 ( )ba, 内可导 
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    则存在 ( )ba,∈ξ ，使得 

    
( ) ( ) ( )ξf

ab
afbf ′=

−
−

 

    或写成 ( ) ( ) ( )( )abfafbf −′=− ξ   ( )ba << ξ  

    有时也写成 ( ) ( ) ( ) xxxfxfxxf Δ⋅Δ+′=−Δ+ θ000   ( )10 <<θ  

    这里 0x 相当a 或b 都可以， xΔ 可正可负。 

    几何意义：条件（1）说明曲线 ( )xfy = 在点 ( )( )afaA , 和点 ( )( )bfbB , 之间[包括点 A和点 B ]是连续曲线： 

    条件（2）说明曲线 ( )xfy = [不包括点 A和点 B ]是光滑曲线。 

    结论说明：曲线 ( )xfy = 在 A， B 之间[不包括点 A和点 B ]，至少有点，它的切线与割线 AB 是平行的。 

    推论 1  若 ( )xf 在 ( )ba, 内可导，且 ( ) 0≡′ xf ，则 ( )xf 在 ( )ba, 内为常数。 

    推论 2  若 ( )xf 和 ( )xg 在 ( )ba, 内可导，且 ( ) ( )xgxf ′≡′ ，则在 [ ]ba, 内 ( ) ( ) Cxgxf += ，其中C 为一个

常数。 

    （注：拉格朗日中值定理为罗尔定理的推广，当 ( ) ( )bfaf = 特殊情形，就是罗尔定理） 

口诀（23）：函数之差化导数；拉氏定理显神通。 
 
三、柯西中值定理（数学四不要） 

    设函数 ( )xf 和 ( )xg 满足： 

    （1）在闭区间 [ ]ba, 上皆连续； 

    （2）在开区间 ( )ba, 内皆可导；且 ( ) 0≠′ xg ，则存在 ( )ba,∈ξ 使得 

      
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )ξ
ξ

g
f

agbg
afbf

′
′

=
−
−

   ( )ba << ξ  

    （注：柯西中值定理为拉格朗日中值定理的推广，特殊情形 ( ) xxg = 时，柯西中值定理就是拉格朗日中值

定理） 

    几何意义：考虑曲线 的参数方程
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

tfy
tgx

  [ ]bat ,∈  

    点 ( ) ( )( )afagA , ，点 ( ) ( )( )bfbgB , 曲线在 上是连续曲线，除端点外是光滑曲线，那么在曲线上至少有一
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点，它的切线平行于割线 AB 。值得注意：在数学理论上，拉格朗日中值定理最重要，有时也称为微分学基本定

理。罗尔定理看作拉格朗日中值定理的预备定理，柯西中值定理虽然更广，但用得不太多。在考研数学命题中，

用罗尔定理最多，其次是用拉格朗日中值定理，而用柯西中值定理也是较少。 

 
四、泰勒定理（泰勒公式）（数学一和数学二） 
    定理 1  （带皮亚诺余项的 n 阶泰勒公式） 

    设 ( )xf 在 0x 处有 n 阶导数，则有公式 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0

0
0

0
0 !2!1

xx
xf

xx
xf

xfxf −
′′

+−
′

+=  

                
( ) ( ) ( )xRxx
n
xf

n
n

n

+−++ 0
0

!
"  

     ( )0xx →  

    其中 ( ) ( )[ ] ( )00     xxxxoxR n
n →−= 称为皮亚诺余项。 

                 
( )

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−→
0lim

00
n

n

xx xx
xR

 

    前面求极限方法中用泰勒公式就是这种情形，根据不同情形取适当的 n ，所以对常用的初等函数如
xe ，

xsin ， xcos ， ( )x+1ln 和 ( )αx+1 （α为实常数）等的 n 阶泰勒公式都要熟记。 

    定理 2  （带拉格朗日余项的 n 阶泰勒公式） 

    设 ( )xf 在包含 0x 的区间 ( )ba, 内有 1+n 阶导数，在 [ ]ba, 上有 n 阶连续导数，则对 [ ]bax ,∈ ，有公式 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0

0
0

0
0 !2!1

xx
xf

xx
xf

xfxf −
′′

+−
′

+=  

                 
( ) ( ) ( ) ( )xRxx
n

xf
n

n
n

+−++ 0
0

!
"  

    其中 ( )
( ) ( )
( ) ( ) 1

0

1

!1
+

+

−
+

= n
n

n xx
n

fxR ξ
，（ξ 在 0x 与 x 之间）称为拉格朗日余项。 

    上面展开式称为以 0x 为中心的n 阶泰勒公式。 00 =x 时，也称为麦克劳林公式。 

    如果 ( ) 0lim =
∞→

xRnn
，那么泰勒公式就转化为泰勒级数，这在后面无穷级数中再讨论。 
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                )()( bfaf =                           ( ) xxg =  

←                  → 

                  

                                     ↑ n=0 

 

 

（乙）典型例题 

一、用罗尔定理的有关方法 

    例 1．设 ( )xf 在 [ ]3,0 上连续，在 ( )3,0 内可导，且 ( ) ( ) ( ) 3210 =++ fff ， ( ) 13 =f 。 

         试证：必存在 ( )3,0∈ξ ，使 ( ) 0=′ ξf  

    证： ( )xf∵ 在 [ ]3,0 上连续， ( )xf∴ 在 [ ]2,0 上连续，且有最大值 M 和最小值m 。于是 ( ) Mfm ≤≤ 0 ；

( ) Mfm ≤≤ 1 ； ( ) Mfm ≤≤ 2 ，故 

    ( ) ( ) ( )[ ] Mfffm ≤++≤ 210
3
1

。 由 连 续 函 数 介 值 定 理 可 知 ， 至 少 存 在 一 点 [ ]2,0∈c 使 得

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 1210
3
1

=++= fffcf ，因此 ( ) ( )3fcf = ，且 ( )xf 在 [ ]3,c 上连续， ( )3,c 内可导，由罗尔定理得出

必存在 ( ) ( )3,03, ⊂∈ cξ 使得 ( ) 0=′ ξf 。 

例 2．设 ( )xf 在 [ ]1,0 上连续， ( )1,0 内可导，且 ( ) ( )∫ =
1

3
2 03 fdxxf  

    求证：存在 ( )1,0∈ξ 使 ( ) 0=′ ξf  

    证：由积分中值定理可知，存在 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈ 1,
3
2c ，使得 

             ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=∫ 3

21
1

3
2 cfdxxf  

    得到    ( ) ( ) ( )03
1

3
2 fdxxfcf == ∫  

罗尔定理 拉格朗日中值定理  柯西中值定理

泰勒定理
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    对 ( )xf 在 [ ]c,0 上用罗尔定理，（三个条件都满足） 

    故存在 ( ) ( )1,0,0 ⊂∈ cξ ，使 ( ) 0=′ ξf  

例 3．设 ( )xf 在 [ ]1,0 上连续， ( )1,0 内可导，对任意 1>k ，有 ( ) ( )∫ −= k x dxxfxekf
1

0

11 ， 

    求证存在 ( )1,0∈ξ 使 ( ) ( ) ( )ξξξ ff 11 −−=′  

    证：由积分中值定理可知存在 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

k
c 1,0 使得 ( ) ( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= −−∫ 011

1

0

1

k
cfcedxxfxe ck x  

    令 ( ) ( )xfxexF x−= 1
，可知 ( ) ( )11 fF =  

    这样 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cFcfcedxxfxekfF ck x ==== −−∫ 1
1

0

111 ，对 ( )xF 在 [ ]1,c 上用罗尔定理（三个条件都满足）

存在 ( ) ( )1,01, ⊂∈ cξ ，使 ( ) 0=′ ξF  

    而 ( ) ( ) ( ) ( )xfxexfxexfexF xxx ′+−=′ −−− 111  

    ( ) ( ) ( ) 0111 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−′=′∴ − ξ
ξ

ξξξ ξ ffeF  

    又 01 ≠−ξξe ，则 ( ) ( )ξ
ξ

ξ ff ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=′ 11  

    在例 3 的条件和结论中可以看出不可能对 ( )xf 用罗尔定理，否则结论只是 ( ) 0=′ ξf ，而且条件也不满足。

因此如何构造一个函数 ( )xF ，它与 ( )xf 有关，而且满足区间上罗尔定理的三个条件，从 ( ) 0=′ ξF 就能得到结

论成立，于是用罗尔定理的有关证明命题中，如何根据条件和结论构造一个合适的 ( )xF 是非常关键，下面的模

型 I，就在这方面提供一些选择。 

    模型 I：设 ( )xf 在 [ ]ba, 上连续， ( )ba, 内可导， ( ) ( ) 0== bfaf 则下列各结论皆成立。 

    （1）存在 ( )ba,1 ∈ξ 使 ( ) ( ) 011 =+′ ξξ lff （ l 为实常数） 

    （2）存在 ( )ba,2 ∈ξ 使 ( ) ( ) 02
1

22 =+′ − ξξξ fkf k
（ k 为非零常数） 

    （3）存在
( )ba,3 ∈ξ

使
( ) ( ) ( ) 0333 =+′ ξξξ fgf

（ ( )xg 为连续函数） 

    证：（1）令 ( ) ( )xfexF lx= ，在 [ ]ba, 上用罗尔定理 

        ( ) ( ) ( )xfexflexF lxlx ′+=′∵  

        ∴存在 ( )ba,1 ∈ξ 使 ( ) ( ) ( ) 0111
11 =′+=′ ξξξ ξξ fefleF ll  
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       消去因子 1ξle ，即证。 

      （2）令 ( ) ( )xfexF
Kx= ，在 [ ]ba, 上用罗尔定理 

          ( ) ( ) ( )xfexfekxxF
KK xxk ′+=′ −1

 

    存在 ( )ba,2 ∈ξ 使 ( ) ( ) ( ) 022
1

22
22 =′+=′ − ξξξξ ξξ fefekF
kkk

 

    消去因子
k

e 2ξ
，即证。 

    （3）令 ( ) ( ) ( )xfexF xG= ，其中 ( ) ( )xgxG =′  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfexfexgxF xGxG ′+=′   由 ( ) 03 =′ ξF  

    消去因子
( )3ξGe ，即证。 

口诀（24）：导数函数合为零；辅助函数用罗尔。 

例 4．设 ( )xf 在 [ ]1,0 上连续，在 ( )1,0 内可导， ( ) ( ) 010 == ff ， 1
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f ，试证： 

    （1）存在
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ 1,

2
1η

，使 ( ) ηη =f 。 

    （2）对任意实数λ，存在 ( )ηξ ,0∈ ，使得 ( ) ( )[ ] 1=−−′ ξξλξ ff  

    证明：（1）令 ( ) ( ) xxfx −=Φ ，显然它在 [ ]1,0 上连续，又 ( ) 011 <−=Φ ， 0
2
1

2
1

>=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ ，根据介值定理，

存在 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ 1,

2
1η 使 ( ) 0=Φ η 即 ( ) ηη =f  

    （2）令 ( ) ( ) ( )[ ]xxfexexF xx −=Φ= −− λλ
，它在 [ ]η,0 上满足罗尔定理的条件，故存在 ( )ηξ ,0∈ ，使

( ) 0=′ ξF ，即 

    ( ) ( )[ ]{ } 01 =−−−′− ξξλξλξ Ffe  

    从而 ( ) ( )[ ] 1=−−′ ξξλξ ff  

    （注：在例 4（2）的证明中，相当于模型 I 中（1）的情形，其中 l 取为 λ− ， ( )xf 取为 ( ) ( ) xxfx −=Φ ） 

    模型 II：设 ( )xf ， ( )xg 在 [ ]ba, 上皆连续， ( )ba, 内皆可导，且 ( ) 0=af ， ( ) 0=bg ，则存在 ( )ba,∈ξ ，

使 

                            ( ) ( ) ( ) ( ) 0=′+′ ξξξξ gfgf  

    证：令 ( ) ( ) ( )xgxfxF = ，则 ( ) ( ) 0== bFaF ，显然 ( )xF 在 [ ]ba, 上满足罗尔定理的条件，则存在 ( )ba,∈ξ ，

使 ( ) 0=′ ξF ，即证。 
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    例 5．设 ( )xf 在 [ ]1,0 上连续， ( )1,0 内可导， ( ) 00 =f ， k 为正整数。 

    求证：存在 ( )1,0∈ξ 使得 ( ) ( ) ( )ξξξξ fkff ′=+′  

    证：令 ( ) ( )kxxg 1−= ， 0=a ， 1=b ，则 ( ) 00 =f ， ( ) 01 =g ，用模型 II，存在 ( )1,0∈ξ 使得 

                    ( )( ) ( ) ( ) 011 1 =−+−′ − ξξξξ fkf kk  

          故 ( )( ) ( ) 01 =+−′ ξξξ kff  

          则 ( ) ( ) ( )ξξξξ fkff ′=+′  

    例 6．设 ( )xf ， ( )xg 在 ( )ba, 内可导，且 ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxf ′≠′ ，求证 ( )xf 在 ( )ba, 内任意两个零点之间

至少有一个 ( )xg 的零点 

    证：反证法：设 bxxa <<< 21 ， ( ) 01 =xf ， ( ) 02 =xf 而在 ( )21 , xx 内 ( ) 0≠xg ， 

    则令 ( ) ( )
( )xg
xfxF = 在 [ ]21 , xx 上用罗尔定理 

    [ ( ) ( ) 021 == xfxf∵ ， ( ) ( )
( ) 0

1

1
1 ==∴

xg
xfxF ， ( ) ( )

( ) 0
2

2
2 ==

xg
xfxF ] 

    （不妨假设 ( ) 01 ≠xg ， ( ) 02 ≠xg 否则结论已经成立） 

    则存在 ( )21, xx∈ξ 使 ( ) 0=′ ξF ，得出 ( ) ( ) ( ) ( ) 0=′−′ ξξξξ gfgf 与假设条件矛盾。所以在 ( )21 , xx 内 ( )xg

至少有一个零点 

    例 7．设 ( )xf ， ( )xg 在 [ ]ba, 二阶可导，且 ( ) 0≠′′ xg ，又 ( ) ( ) ( ) ( ) 0==== bgagbfaf  

    求证：（1）在 ( )ba, 内 ( ) 0≠xg ； 

    （2）存在 ( )ba,∈ξ ，使
( )
( )

( )
( )ξ
ξ

ξ
ξ

g
f

g
f

=
′′
′′

 

    证：（1）用反证法，如果存在 ( )bac ,∈ 使 ( ) 0=cg ，则对 ( )xg 分别在 [ ]ca, 和 [ ]bc, 上用罗尔定理，存在

( )cax ,1 ∈ 使 ( ) 01 =′ xg ，存在 ( )bcx ,2 ∈ 使 ( ) 02 =′ xg ，再对 ( )xg ′ 在 [ ]21 , xx 上用罗尔定理存在 ( )213 , xxx ∈ 使

( ) 03 =′′ xg 与假设条件 ( ) 0≠′′ xg 矛盾。所以在 ( )ba, 内 ( ) 0≠xg  

    （2）由结论可知即 ( ) ( ) ( ) ( ) 0=′′−′′ ξξξξ gfgf ，因此 

    令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxgxfxgxF ′−′= ,可以验证 ( )xF 在 [ ]ba, 上连续，在 ( )ba, 内可导， ( ) ( ) 0== bFaF 满足罗

尔定理的三个条件 

    故存在 ( )ba,∈ξ ，使 ( ) 0=′ ξF  
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    于是 ( ) ( ) ( ) ( ) 0=′′−′′ ξξξξ gfgf 成立 

 
二、用拉格朗日中值定理和柯西中值定理 

    例 1．设 ( )xf 在 ( )+∞∞− , 内可导，且 ( ) exf
x

=′
∞→

lim ， 

          ( ) ( )[ ]1limlim −−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

∞→∞→
xfxf

cx
cx

x

x

x
 

    求c的值 
    解：由条件易见， 0≠c  

    x

x

x

x

x

x
c
x
c

cx
cx

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

∞→∞→

1

1
limlim  

                c

c

e
e
−=  

                ce2=  

    由拉格朗日中值定理，有 

    ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )ξξ fxxfxfxf ′=−−′=−− 11  

    其中ξ 介于 ( )1−x 与 x 之间，那么 

    ( ) ( )[ ]
( )∞→

∞→∞→
=−−

ξ
xx

xfxf lim1lim   ( ) ef =′ ξ  

    于是 ee c =2 , 12 =c ,则
2
1

=c  

补充例题：设 ( )xf 在 [ ]1,0 上连续，在 ( )1,0 内可导，且 ( ) 0≠′ xf ， 

求证：存在 ),(, ba∈ηξ ，使得
η

η
ξ e

ab
ee

f
f ab

−
−

=
)('
)('

 

证：令
xexg =)(  使用柯西中值定理，存在 ),( ba∈η 使 η

η
e

f
ee

afbf
ab

)(')()(
=

−
−

 

再对 ( )xf 用拉格朗日中值定理 

))((')()( abfafbf −=− ξ 代入即可 

口诀（25）：寻找 ηξ , 无约束，柯西拉氏先后上。 

例 2．设 ( )xf 是周期为 1 的连续函数，在 ( )1,0 内可导，且 ( ) 01 =f ，又设 0>M 是 ( )xf 在 [ ]2,1 上的最大值，

证明：存在 ( )2,1∈ξ ，使得 ( ) Mf 2≥′ ξ 。 

    证：由周期性可知 ( ) ( ) ( ) 0210 === fff ，不妨假定 ( )2,10 ∈x 而 ( ) 00 >= Mxf ，对 ( )xf 分别在 [ ]0,1 x 和
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[ ]2,0x 上用拉格朗日中值定理， 

    存在 ( )01 ,1 x∈ξ ，使得 ( ) ( ) ( )
1

1

0

0
1 −

−
=′

x
fxf

f ξ      ① 

    存在 ( )2,02 x∈ξ ，使得 ( ) ( ) ( )
0

0
2 2

2
x

xff
f

−
−

=′ ξ     ② 

    如果 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
3,10x ，则用①式，得 ( ) ( )

M
x

xf
f 2

10

0
1 ≥

−
=′ ξ ； 

    如果 ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈ 2,
2
3

0x ，则用②式，得 ( ) ( )
M

x
xf

f 2
2 0

0
2 ≥

−
−

=′ ξ ； 

    因此，必有 ( )2,1∈ξ ，使得 ( ) Mf 2≥′ ξ  

    例 3．设 ( )xf 在 [ ]1,0 上连续， ( )1,0 内可导，且 ( ) 00 =f ， ( ) 11 =f ，证明： 

    （I）存在 ( )1,0∈ξ ，使得 ( ) ξξ −= 1f  

    （II）存在 ( )1,0, ∈ζη ， ζη ≠ ，使 ( ) ( ) 1=′′ ζη ff  

    证：（I）令 ( ) ( ) 1−+= xxfxg ，则 ( )xg 在 [ ]1,0 上连续，且 01)0( <−=g ， ( ) 011 >=g ，用介值定理推论

存在 ( )1,0∈ξ ，使 ( ) 0=ξg ，即 ( ) ξξ −= 1f  

    （II）在 [ ]ξ,0 和 [ ]1,ξ 上对 ( )xf 用拉格朗日中值定理，存在 ( )ξη ,0∈ ，使 

    得 ( ) ( ) ( )
ξ
ξ

ξ
ξη −

=
−
−

=′ 1
0

0fff  

    存在 ( )1,ξζ ∈ ， ζη ≠ ，使 ( ) ( ) ( )
ξ
ξζ

−
−

=′
1

1 fff  

                                  
( )
ξ
ξ

−
−−

=
1

11
 

                                  
ξ

ξ
−

=
1

 

    ( ) ( ) 1=′⋅′∴ ζη ff  

口诀（26）：寻找 ηξ , 有约束，两个区间用拉氏。 

 

   例 4．设函数 ( )xf 在闭区间 [ ]ba, 上连续，在开区间 ( )ba, 内可导，且 ( ) 0>′ xf ，若极限
( )

ax
axf

ax −
−

+→

2lim 存

在，证明： 

    （1）在 ( )ba, 内 ( ) 0>xf ； 
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    （2）在 ( )ba, 内存在ξ ，使 

                             
( ) ( )ξ

ξ
fdxxf

ab
b

a

222

=
−

∫
； 

    （3）在 ( )ba, 内存在与（2）中ξ 相异的点η，使 

                           ( )( ) ( )∫−
=−′

b

a
dxxf

a
abf

ξ
ξη 222  

    证：（1）因为
( )

ax
axf

ax −
−

+→

2lim 存在，故 ( ) 02lim =−
+→

axf
ax

，由 ( )xf 在 [ ]ba, 上连续，从而 ( ) 0=af 。又

( ) 0>′ xf 知 ( )xf 在 ( )ba, 内单调增加，故 

                ( ) ( ) 0=> afxf , ( )bax ,∈  

    （2）设 ( ) 2xxF = ， ( ) ( ) ( )∫ ≤≤=
x

a
bxadttfxg ， 

    则 ( ) ( ) 0>=′ xfxg ，故 ( )xF ， ( )xg 满足柯西中值定理的条件，于是在 ( )ba, 内存在点ξ ，使 

    
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −

−
=

−
−

a

a

b

a
dttfdttf

ab
agbg
aFbF 22

 

                
( )
( )

ξ=′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

′
=

∫
x

dttf

x
x

a

2

， 

    即    
( ) ( )ξ

ξ
fdxxf

ab
b

a

222

=
−

∫
 

    （3）因 ( ) ( ) ( ) ( )affff −=−= ξξξ 0 ，在 [ ]ξ,a 上应用拉格朗日中值定理，知在 ( )ξ,a 内存在一点η，使

( ) ( )( )aff −′= ξηξ ，从而由（2）的结论得 

            
( ) ( )( )afdxxf

ab
b

a
−′

=
−

∫ ξη
ξ222

， 

    即有    ( )( ) ( )∫−
=−′

b

a
dxxf

a
abf

ξ
ξη 222

。 

 
    三、泰勒公式（数学一和数学二） 

    例 1．设 ( )xf 在 [ ]1,1− 上具有三阶连续导数，且 ( ) 01 =−f ， ( ) 11 =f ， ( ) 00 =′f 。 

    求证： ( )1,1−∈∃ξ ，使 ( ) 3=′′′ ξf 。 

    证：麦克劳林公式 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 32

!3!2
000 xfxfxffxf η′′′

+
′′

+′+=  
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    其中 [ ]1,1−∈x ，η介于 0 与 x 之间。 

    ( ) 00 =′f∵  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )31
2 1

6
11

!2
0010 −′′′+−
′′

+=−= ηffff   ( )01 1 <<− η  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10   1
6
11

!2
0011 2

3
2

2 <<⋅′′′+⋅
′′

+== ηηffff  

    后式减前式，得 ( ) ( ) 621 =′′′+′′′ ηη ff  

    ( )xf ′′′∵ 在 [ ]21 ,ηη 上连续，设其最大值为M ，最小值为m 。 

    则 ( ) ( )[ ] Mffm ≤′′′+′′′≤ 212
1 ηη  

    再由介值定理， [ ] ( )1,1, 21 −⊂∈∃ ηηξ  

    使 ( ) ( ) ( )[ ] 3
2
1

21 =′′′+′′′=′′′ ηηξ fff  

    例 2．设函数 ( )xf 在闭区间 [ ]ba, 上具有二阶导数，且 ( ) ( ) 0=′=′ bfaf ，试证：在 ( )ba, 内至少存在一点ξ ，

使 

                         ( ) ( ) ( )
( )24

ab
afbff

−
−

≥′′ ξ  

    成立。 

    分析：因所欲证的是不等式，故需估计 ( )ξf ′′ ，由于一阶泰勒公式 

    ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ,
2
1 2

0000 xxfxxxfxfxf −′′+−′+= ξ （其中ξ 在 xx ,0 之间） 

    含有 ( )ξf ′′ ，因此应该从此入手。再由 ( ) ( ) 0=′=′ bfaf 知，应在 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ + bbabaa ,

2
,

2
, 两个区间上分别应

用泰勒公式，以便消去公式中的 ( )xf ′ 项，同时又能出现 ( )2ab − 项。 

    证：在 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

2
, baa 与 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ + bba ,

2
上分别用泰勒公式，便有 

    ( ) ( ) ( ) .
2

,
2!2

1
22 1

2

1
baaabfabaafafbaf +

<<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+′+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ξξ  

    ( ) ( ) ( ) .
2

,
2!2

1
22 2

2

2 bbaabfbbabfbfbaf <<
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+′+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ξξ  

    两式相减，得 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21
2

8
1 ξξ ffabafbf ′′−′′−=−  

                ( ) ( ) ( )( )21
2

2
1

4
1 ξξ ffab ′′+′′−≤  

                ( ) ( ) ( ){ }.,max
4
1

21
2 ξξ ffab ′′′′−≤  
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    所以至少存在一点 ( )ba,∈ξ ，使得 

                         ( ) ( ) ( )
( )24

ab
afbff

−
−

≥′′ ξ  

§2.3  导数的应用 

    （甲）内容要点 
 
    一、判断函数的单调性 
 
    二、函数的极值 

    1．定义  设函数 ( )xf 在 ( )ba, 内有定义， 0x 是 ( )ba, 内的某一点，则 

    如果点 0x 存在一个邻域，使得对此邻域内的任一点 ( )0xxx ≠ ，总有 ( ) ( )0xfxf < ，则称 ( )0xf 为函数 ( )xf

的一个极大值，称 0x 为函数 ( )xf 的一个极大值点； 

    如果点 0x 存在一个邻域，使得对此邻域内的任一点 ( )0xxx ≠ ，总有 ( ) ( )0xfxf > ，则称 ( )0xf 为函数 ( )xf

的一个极小值，称 0x 为函数 ( )xf 的一个极小值点。 

    函数的极大值与极小值统称极值。极大值点与极小值点统称极值点。 
    2．必要条件（可导情形） 

    设函数 ( )xf 在 0x 处可导，且 0x 为 ( )xf 的一个极值点，则 ( ) 00 =′ xf  

    我们称满足 ( ) 00 =′ xf 的 0x 为 ( )xf 的驻点，可导函数的极值点一定是驻点，反之不然。 

    极值点只能是驻点或不可导点，所以只要从这两点中进一步去判断。 
    3．第一充分条件 

    设 ( )xf 在 0x 处连续，在 δ<−< 00 xx 内可导， ( )0xf ′ 不存在，或 ( ) 00 =′ xf  

    01   如果在 ( )00 , xx δ− 内的任一点 x 处，有 ( ) 0>′ xf ，而在 ( )δ+00 , xx 内的任一点 x 处，有 ( ) 0<′ xf ，

则 ( )0xf 为极大值， 0x 为极大值点； 

    02   如果在 ( )00 , xx δ− 内的任一点 x 处，有 ( ) 0<′ xf ，而在 ( )δ+00 , xx 内的任一点 x 处，有 ( ) 0>′ xf ，

则 ( )0xf 为极小值， 0x 为极小值点； 

    03   如果在 ( )00 , xx δ− 内与 ( )δ+00 , xx 内的任一点 x 处， ( )xf ′ 的符号相同，那么 ( )0xf 不是极值， 0x 不

是极值点 
    4．第二充分条件 

    设函数 ( )xf 在 0x 处有二阶导数，且 ( ) 00 =′ xf ， ( ) 00 ≠′′ xf ，则 

    当 ( ) 00 <′′ xf ， ( )0xf 为极大值， 0x 为极大值点 
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    当 ( ) 00 >′′ xf ， ( )0xf 为极小值， 0x 为极小值点 

 
    三、函数的最大值和最小值 

    1．求函数 ( )xf 在 [ ]ba, 上的最大值和最小值的方法。 

    首先，求出 ( )xf 在 ( )ba, 内所有驻点，和不可导点 kxx ,,1 " 。 

    其次计算 ( ) ( ) ( ) ( )bfafxfxf k ,,,,1 "  

    最后，比较 ( ) ( ) ( ) ( )bfafxfxf k ,,,,1 " ，其中最大者就是 ( )xf 在 [ ]ba, 上的最大值 M ；其中最小者就是

( )xf 在 [ ]ba, 上的最小值m 。 

    2．最大（小）值的应用问题 
    首先要列出应用问题中的目标函数及其考虑的区间，然后再求出目标函数在区间内的最大（小）值。 
 
    四、凹凸性与拐点 
    1．凹凸的定义 

    设 ( )xf 在 区 间 I 上 连 续 ， 若 对 任 意 不 同 的 两 点 21 , xx ， 恒 有 ( ) ( )[ ]21
21

2
1

2
xfxfxxf +>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

 

（ ( ) ( )[ ]21
21

2
1

2
xfxfxxf +<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

），则称 ( )xf 在 I 上是凸（凹）的 

2．曲线上凹与凸的分界点，称为曲线的拐点。 
口诀（28）凸 凹切线在上，下；凸凹转化在拐点 

 
    五、渐近线及其求法 
 
    六、函数作图 
 
    七、曲率（数一和） 
 
 
    （乙）典型例题 
 
    一、证明不等式 

    例 1．求证：当 0>x 时， ( ) ( )22 1ln1 −≥− xxx  

    证：令 ( ) ( ) ( )22 1ln1 −−−= xxxxf  

    只需证明 0>x 时， ( ) 0≥xf  

    易知 ( ) 01 =f ， ( )
x

xxxxf 12ln2 −+−=′ ， 

    ( ) 01 =′f ，由于 ( )xf ′ 的符号不易判断，故进一步考虑 

    ( ) 2

11ln2
x

xxf ++=′′ ， ( ) 021 >=′′f  



 
50

    再考虑 ( ) ( )
3

2 12
x

xxf −
=′′′  

    于是，当 10 << x 时， ( ) 0<′′′ xf ； 

          当 +∞<< x1 时， ( ) 0>′′′ xf  

    由此可见， ( ) 21 =′′f 是 ( )xf ′′ 的最小值。 

          由于 ( ) 02 >≥′′ xf ，这样 0>x 时， ( )xf ′ 单调增加 

    又因为 ( ) 01 =′f ，所以 10 << x 时， ( ) 0<′ xf ； 

    +∞<< x1 时， ( ) 0>′ xf 。 

    再由 ( ) 01 =f ，可知 10 << x 时， ( ) 0>xf ； 

    +∞<< x1 时， ( ) 0>xf ，这样证明了 0>x 时， ( ) 0≥xf 。 

 

    证二：令 ( )
1
1ln

+
−

−=
x
xxxf （自己思考） 

    证三：令 ( ) ( ) ( )1ln1 −−+= xxxxf （自己思考） 

    例 2．设 0>> ab ，求证：
( )

ab
ab

a
b

+
−

>
2ln  

    证：令 ( ) ( )( ) ( )axaxaxxf −−+−= 2lnln ， ( )ax ≥  

    则 ( ) ( ) ( ) 2lnln1
−−++=′ axax

x
xf  

      ( ) ( )ax
x

ax
xx

axf >>
−

=+
−

=′′     01
22  

    于是可知 ( )xf ′ 在 ax > 时单调增加，又 ( ) 0=′ af ， ax >∴ 时 ( ) 0>′ xf ，这样 ( )xf 单调增加。因此，

0>> ab 时 ( ) ( ) 0=> afbf ，得证。 

    例 3．设
2ebae <<< ，证明 ( )ab

e
ab −>− 2

22 4lnln  

    证一：对函数 ( ) xxf 2ln= 在 [ ]ba, 上用拉格朗日中值定理 

         ( )abab −=−
ξ
ξln2lnln 22       ( )ba << ξ  
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    再来证明 ( )
t
tt ln

=ϕ 在 et > 时单调减少 

    ( ) ( )et
t

t
><

−
=′   0ln1t  2ϕ∵  

    从而 ( ) ( )2eϕξϕ > ，即 22

2 2lnln
ee

e
=>

ξ
ξ

 

    故 ( )ab
e

ab −>− 2
22 4lnln  

    证二：设 ( ) x
e

xxg 2
2 4ln −= ，则 ( ) 2

4ln2
ex

xxg −=′  

    ( ) 2

ln12
x

xxg −
⋅=′′  

    当 ex > 时， ( ) 0<′′ xg ，故 ( )xg ′ 单调减少 

    ( ) ( ) 044
22

2 =−=′>′
ee

egxg  

    因此
2exe << 时，由 ( ) 0>′ xg 可知 ( )xg 单调增加 

    题设
2ebae <<< ，于是 ( ) ( )agbg >  

    故 a
e

ab
e

b 2
2

2
2 4ln4ln −>− ，即 ( )ab

e
ab −>− 2

22 4lnln  

 
    二、有关函数的极值 

    例 1．设函数 ( )xf 在 ( )+∞∞− , 内连续，其导函数的图形如图所示，则 ( )xf 有（    ） 

    （A）一个极小值点和两个极大值点 
    （B）两个极小值点和一个极大值点 
    （C）两个极小值点和两个极大值点 
    （D）三个极小值点和一个极大值点 

 

    例 2．设 ( )xf 的导数在 ax = 处连续，又
( ) 1lim −=
−
′

→ ax
xf

ax
,  则（    ） 

    （A） ax = 是 ( )xf 的极小值点 

    （B） ax = 是 ( )xf 的极大值点 

    （C） ( )( )afa, 是曲线 ( )xfy = 的拐点 
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（D） ax = 不是极值点， ( )( )afa, 也不是曲线 ( )xfy = 的拐点 

解一： 0)(lim =−
→

ax
ax

∵  

0)('lim =∴
→

xf
ax

 

又由 a 点导数连续性 0)('lim)(' ==
→

xfaf
ax

 

于是
( ) 01)('lim)('' <−=

−
−′

=
→ ax

afxfaf
ax

 

则 ax = 是 )(xf 的极大值点 

解二：由极限可知，当 δδ +<<− axa 时， 01)('1 <+−<
−

<−− εε
ax
xf

 

当 δ+<< axa ， 0<− ax ， 0)(' >∴ xf  

当 axa <<−δ ， 0>− ax ， 0)(' <∴ xf  

于是 ax − 时是 )(xf 的极大值点 

 
 

 

    例 3．设 ( )xfy = 有二阶导数，满足 ( ) ( )[ ] xexfxxfx −−=′+′′ 13 2  

    求证： ( ) 00 =′ xf 时， ( )0xf 为极小值 

    证：（1） 00 ≠x 情形。 

    ( ) 01

0
0

0

>
−

=′′
−

x
exf

x

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

<−<
>−>

−

−

01,0
01,0

0

0

0

0
x

x

ex
ex

故 ( )0xf 为极小值 

    （2） 00 =x 情形 

    这时方程条件用 0=x 代入下行，无法得出上面的公式 

    ( )xf ′′  ∵ 存在   

    ( )xf ′∴  连续， ( ) ( ) 00lim
0

=′=′
→

fxf
x

 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

limlim
0

0lim0
000

xf
x
xf

x
fxff

xxx

′′
=

′
=

−
′−′

=′′
→→→

 （用洛必达法则） 

          = ( )[ ]
x
exf

x
e x

x

x

x

−

→

−

→

−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′−
− 1lim31lim

0

2

0
 （再用洛必达法则） 

          = 01
1

lim
0

>=
−

→

x

x

e
 

    ( )0  f∴ 是极小值 
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    三、最大（小）值的应用题（略） 

第三章  一元函数积分学 

§3. 1  不定积分 

    （甲）内容要点 
 
    一、基本概念与性质 
    1．原函数与不定积分的概念 

设函数 ( )xf 和 ( )xF 在区间 I 上有定义，若 ( ) ( )xfxF =′ 在区间 I 上成立。则称 ( )xF 为 ( )xf 在区间 I 的原

函数， ( )xf 在区间 I 中的全体原函数成为 ( )xf 在区间 I 的不定积分，记为 ( )∫ dxxf 。 

原函数： ( ) ( )∫ += CxFdxxf  

    其中 ∫ 称为积分号， x 称为积分变量， ( )xf 称为被积分函数， ( )dxxf 称为被积表达式。 

    2．不定积分的性质 

    设 ( ) ( )∫ += CxFdxxf ，其中 ( )xF 为 ( )xf 的一个原函数，C 为任意常数。 

    则（1） ( ) ( )∫ +=′ CxFdxxF 或 ( ) ( )∫ += CxFxdF 或 ∫ +=+ CxFCxFd )(])([  

      （2） ( )[ ] ( )xfdxxf =
′

∫ 或 ( )[ ] ( )dxxfdxxfd =∫  

      （3） ( ) ( )∫ ∫= dxxfkdxxkf  

      （4） ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫ ∫±=± dxxgdxxfdxxgxf  

3．原函数的存在性 
一个函数如果在某一点有导数，称为可导；一个函数有不定积分，称为可积。 

原函数存在的条件：比连续要求低，连续一定有原函数，不连续有时也有原函数。可导要求比连续高。 

∫ − dxe x  这个不定积分一般称为积不出来，但它的积分存在，只是这个函数的积分不能用初等函数表示出

来 

    设 ( )xf 在区间 I 上连续，则 ( )xf 在区间 I 上原函数一定存在，但初等函数的原函数不一定是初等函数，例

如 ( )∫ dxx 2sin ， ( )∫ dxx 2cos ， ∫ dx
x

xsin
， ∫ dx

x
xcos

， ∫ x
dx
ln

， ∫ − dxe x2

等被积函数有原函数，但不能用初等

函数表示，故这些不定积分均称为积不出来。 
 

二、基本积分表（略） 
补充公式： 

∫ +=>
−

C
a
xa

xa
dx arcsin)0()1(

22
 

∫ +=>
+

C
a
x

a
a

xa
dx arctan1)0()2( 22  
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∫ +
−
+

=>
−

C
xa
xa

a
a

xa
dx ||ln

2
1)0()3( 22  

Cxxxdx +−=∫ |tansec|lnsec)4(  

∫ +−= Cxxxdx |cotcsc|lncsc)5(  

∫ +±+=
±

Caxx
ax

dx ||ln)6( 22

22
 

    三、换元积分法和分部积分法 
    1．第一换元积分法（凑微分法） 

    设    ( ) ( ) CuFduuf +=∫ ，又 ( )xϕ 可导， 

    则    ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )xdxfdxxxf ϕϕϕϕ ∫∫ =′  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] CxFCuFduufxu +=+== ∫ ϕϕ令 这里要求读者对常用的微分公式要“倒背如流”，也就是非

常熟练地凑出微分。 

例： ∫ ∫ ∫ +=+=== CeCeduexuxdedxxe xuuxx 222

2
1

2
1

2
1)(

2
1 22  

口诀（30）第一换元经常用；微分方程要背熟。 
2．第二换元积分法 

例： ∫ =
+

2

1
)1( tx

x
dx

令 ∫ +
=

1
2
t
tdt

 

∫ =
+

6
3

)2( tx
xx

dx
令 ∫ +

= 23

56
tt
dtt

            

（3）遇
22 xa − 令 tax sin=  

假如令
222 txa =− ；

222 tax −= ；
22 tax −= ； ?=dx （不行） 

令 tax sin= ； tatatataa coscossin1sin 22222 ==−=−  

tdtadx cos=  

；遇
22 xa + 令 tax tan= ；遇

22 ax − 令 tax sec=  

dxxx∫ ++ 21
4
3)

2
1( 2 ++= x 22 )

2
1()

2
3( ++= x ； tx tan

2
3

=  

    设 ( )tx ϕ= 可导，且 ( ) 0≠′ tϕ ，若 ( )[ ] ( ) ( ) CtGdtttf +=′∫ ϕϕ ， 

    则 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]∫ ∫ +=+=′= − CxGCtGdtttftxdxxf 1ϕϕϕϕ令  

其中 ( )xt 1−= ϕ 为 ( )tx ϕ= 的反函数。 

口诀（31）第二换元去根号；规范模式可依靠。 

∫ + dxx 12 )12(12
2
1

++= ∫ xdx ux =+12令 ∫ duu
2
1 2

3
2
3

)12(
3
1.

3
2.

2
1

+== xu  
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    3．分部积分法 

    设 ( )xu ， ( )xv 均有连续的导数，则 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫−= xduxvxvxuxdvxu 或 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ′−=′ dxxvxuxvxudxxvxu  

例 1： Cexedxexexdedxxe xxxxxx +−=−==∫ ∫∫  

dxexexdexexdxe xxxxx ∫∫∫ −=−= 22222

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

 

口诀（32）分部积分难变易，弄清 u,v 是关键 

例 2： dxex x∫ 100  

xdxxxdxxdxxx ln
101
1ln

101
ln

101
1ln 101

101
101100 ∫∫∫ −==  

Cxxxdxxxx
+−=−= ∫ 101

2

101
100

101

)101(
1ln

101101
1ln

101
 

 

    （1） ( ) ax
n exP ， ( ) axxPn sin ， ( ) axxPn cos 情形， ( )xPn 为 n 次多项式， a 为常数。要进行 n 次分部积分

法，每次均取
axe ， axsin ， axcos 为 ( )xv′ ；多项式部分为 ( )xu 。 

    （2） ( ) xxPn ln ， ( ) xxPn arcsin ， ( ) xxPn arctan 情形， ( )xPn 为 n 次多项式取 ( )xPn 为 ( )xv′ ，而 xln ，

xarcsin ， xarctan 为 ( )xu ，用分部积分法一次，被积函数的形式发生变化，再考虑其它方法。 

 
    （乙）典型例题 
 
    例 1．求下列不定积分（测试题，限 15 分钟） 

（1） ∫
xex

dx
1

2

 

（2） ( ) ( )dxxxx∫ +1lnln 2
3

 

（3）
( )

dx
x

xx
∫

+

+++

1

51ln
2

2

 

（4）
( )∫ +

− dx
xx
x

2ln
ln1

 

（5） ( )∫ +
− dx

xex
xx

xsin

2

cos1cos
sincos

 

（6） dx
xbxa

x
∫

+ 2222 sincos
2sin

    （ 22 ab ≠ 常数） 
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    例 2．求下列不定积分 

    （1） ∫ −
⋅ dxxx

xx

49
32

 

    （2）
( ) ( )∫ ++ 22 bxax

dx
  ( )ba ≠  

    （3） ( )( )∫ ++ 2222 bxax
dx

  ( )ba ≠  

    （4） ∫ +
+ dx

x
x

1
1

4

2

 

      例 3．求 ∫ + 3 xx
dx

 

     例 4．求 ∫
+

dx
xx 22 4

1
 

                         
    解一： 

    dt
t

t
t

t
dtdx

txdx
xx ∫∫ ⋅⋅

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

=
=

+
22

2

22 cos
2

cos
2
1

tan4
1

cos
2
tan2

4
1

 

                  C
x
xC

t
dt

t
t

+
+

=+−== ∫ 4
4

sin4
1

sin4
cos 2

2 （这里已设 0>x ） 

    解二：倒代换 

    ∫ ∫
+

=
+

dx

x
x

dx
xx

2
3

22 41

1
4
1

 

    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 23

1
2
11

x
ddx

x
∵  

    原式= C
x
xC

xx
d

x

+
+

=++−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
− ∫ 4

414
4
114

41

1
8
1 2

22

2

( )0>x∵  

http://www.1zhao.org
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    例 5．求 ( )∫ dxx 2arcsin  

    解一： 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ∫∫∫
−

−=−= dx
x

xxxxxxdxxdxx
2

2222

1
arcsin2arcsinarcsinarcsinarcsin  

                  = ( ) ∫ −+ 22 1arcsin2arcsin xxdxx  

                  = ( ) [ ]∫ −−−+ xdxxxxx arcsin1arcsin12arcsin 222  

                  = ( ) [ ]∫−−+ dxxxxx arcsin12arcsin 22  

                  = ( ) Cxxxxx +−−+ 2arcsin12arcsin 22  

    解二：令 tx =arcsin ，则 tx sin= ， 

    ( ) ∫ ∫∫ −== tdtttttdtdxx sin2sinsinarcsin 222  

                  = ∫∫ −+=+ tdtttttttdtt cos2cos2sincos2sin 22  

                  = Cttttt +−+ sin2cos2sin2  

                  = ( ) Cxxxxx +−−+ 2arcsin12arcsin 22  

    例 6．设 ( )xf 的一个原函数 ( ) ( )1ln 22 ++= xxxF ，求 ( )∫ ′= dxxfxI  

    例 7．设 ( ) ( )xfxF =′ ，当 0≥x 时 ( ) ( )
( )212 x
xexFxf

x

+
= ，又 ( ) 10 =F ， ( ) 0>xF ，求 ( )xf ( )0≥x  

    例 8．设 ( )
x

xxf
sin

sin 2 = ，求 ( )∫ −
= dxxf

x
xI

1
 

    解一：令 xu 2sin= ，则 ux =sin ， ux arcsin= ， ( )
u

uuf arcsin
=  

    则 ( )∫ ∫ ∫ −−=−
−

−=
−

= xdxxd
x

xdx
x

xI 1arcsin21
1

arcsin
1

arcsin
 

        = xd
x

xxx
−

⋅−+−− ∫ 1
112arcsin12  

        = Cxxx ++−− 2arcsin12  

    解二：令 tx 2sin= ，则
t
t

x
x

cos
sin

1
=

−
， tdttdx sincos2= ，  

    则 ∫∫ −=⋅⋅= ttdtdtt
t

t
t
tI cos2cossin2

sincos
sin

 

 

        = ∫ ++−=+− Cttttdttt sin2cos2cos2cos2  



 
58

        = Cxxx ++−− 2arcsin12  

§3.2  定积分和广义积分的概念与计算方法 

    （甲）内容要点 
    一、定积分的概念与性质 

1．定积分的定义及其几何意义 

∑∫
=→

Δ=
n

i
ii

d

b

a
xfdxxf

10
)()( lim ξ  

    2．定积分的性质 

    中值定理，设 ( )xf 在 [ ]ba, 上连续，则存在 [ ]ba,∈ξ 使得 ( ) ( )( )abfdxxf
b

a
−=∫ ξ  

    定义：我们称 ( )dxxf
ab

b

a∫−
1

为 ( )xf 在 [ ]ba, 上的积分平均值。 

    二、基本定理 
    1．变上限积分的函数 

    定理：设 ( )xf 在 [ ]ba, 上连续，则 ( ) ( )dttfxF
x

a∫= 在 [ ]ba, 上可导，且 ( ) ( )xfxF =′ 推广形式，设

( ) ( )
( )

( )
∫=

x

x
dttfxF 2

1

ϕ

ϕ
， ( )x1ϕ ， ( )x2ϕ 可导， ( )xf 连续， 

    则 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )xxfxxfxF ′−′=′ 1122 ϕϕϕϕ  

    2．牛顿一莱布尼兹公式 

    设 ( )xf 在 [ ]ba, 上可积， ( )xF 为 ( )xf 在 [ ]ba, 上任意一个原函数，则有 ( ) ( ) ( ) ( )aFbF
a
b

xFdxxf
b

a
−==∫  

 
    三、定积分的换元积分法和分部积分法 

    1． ( ) ( )[ ] ( )∫ ∫ ′=
b

a
dtttfdxxf

β

α
ϕϕ （ ( )tx ϕ= 在 [ ]βα , 上有连续导数，单调， ( ) a=αϕ ， ( ) b=βϕ ） 

    2． ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxuxv
a
b

xvxudxxvxu
b

a

b

a ∫∫ ′−=′  

 
    四、广义积分 

    定积分 ( )dxxf
b

a∫ 的积分区间 [ ]ba, 是有限区间，又 ( )xf 在 [ ]ba, 上是有界的，如果积分区间推广到无穷区间

或 ( )xf 推广到无界函数就是两种不同类型的广义积分。 

    1．无穷区间上的广义积分 

    定义： ( ) ( )dxxfdxxf
b

aba ∫∫ +∞→

+∞
= lim  

    若极限存在，则称广义积分 ( )dxxf
a∫
+∞

是收敛的，它的值就是极限值；若极限不存在，则称广义积分

( )dxxf
a∫
+∞

是发散的。而发散的广义积分没有值的概念。 
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    ( ) ( )∫∫ −∞→∞−
=

b

aa

b
dxxfdxxf lim  

    同样有收敛和发散的概念，收敛的广义积分有值的概念。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫ +∞→−∞→

+∞

∞−

+∞

∞−
+=+=

b

cb

c

aac

c
dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf limlim  

dxx∫
1

0
， 0=x 时无意义，称 0=x 为瑕点 

 
    2．无界函数的广义积分（瑕积分） 

    （1）设 ( )xf 在 [ )ba, 内连续，且 ( ) ∞=
−→

xf
bx

lim ，则称b 为 ( )xf 的瑕点。 

    定义 ( ) ( )∫∫
∈−

∈→ +
=

b

a

b

a
dxxfdxxf

0
lim  

    若极限存在，则称广义积分 ( )∫
b

a
dxxf 收敛，且它的值就是极限值，若极限不存在，则称广义积分 ( )∫

b

a
dxxf

发散。发散的广义积分没有值的概念。 

    （1）设 ( )xf 在 ( ]ba, 内连续，且 ( ) ∞=
+→

xf
ax

lim ，则称a 为 ( )xf 的瑕点 

    定义 ( ) ( )∫∫ ∈+∈→ +
=

b

a

b

a
dxxfdxxf

0
lim  

    若极限存在，则称广义积分 ( )∫
b

a
dxxf 收敛，且它的值就是极限值， 

若极限不存在，则称广义积分 ( )∫
b

a
dxxf 发散，它没有值。 

∫ = xdx
x

21
 

dx
x∫

1

0 3

1
 

    （ 3 ） 设 ( )xf 在 [ )ca, 和 ( ]bc, 皆 连 续 ， 且 ( ) ∞=
→

xf
cx

lim ， 则 称 C 为 ( )xf 的 瑕 点 定 义

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫ ∈+→∈

∈−

→∈ ++
+=+=

b

c

c

a

b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf

22

1

1 00
limlim  

 
    （乙）典型例题 
 
    一、一般方法 
    例 1．计算下列定积分 

    （1） ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−++−=+−= ∫∫∫ e

e
xxx

e
xxxxdxdxxdxx

e

e

e

e

112
1

ln1
1

lnlnlnln
1

1
11  

    （2） { }
3

11,1min
3

1

1

1

21

2

3

2

2 =++= ∫∫∫∫ −

−

−−
dxdxxdxdxx  

    （3） { }
2

11,max
2

1

21

0

0

2

22

2

2 =++= ∫∫∫∫ −−
dxxxdxdxxdxxx  

    （4） ( ) ∫∫∫ −=−=−
πππ 2

0

2

0

22

0
cossincossin2sin1 dxxxdxxxdxx  
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        ( ) ( ) 24cossinsincos2cossin2
4

4
00

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−=−= ∫∫∫

π
π

π
π

dxxxdxxxdxxx  

    二、用特殊方法计算定积分 
    例 1．计算下列定积分 

    （1）
( )

( ) ( )∫ +
= 2

0 cossin
sinπ

dx
xfxf

xfI （ f 为连续函数， ( ) ( ) 0cossin ≠+ xfxf ） 

    （2） ( )∫ += 4
0

tan1ln
π

dxxI  

    （3）
( )∫ +

= 2
0 tan1

π

ax
dxI （ a 常数）（ ( ) 1tan −≠ax ） 

    （4）
( )

( ) ( )∫ ++−

−
=

4

2 3ln9ln2
9ln

dx
xx

x
I  

    例 2．设连续函数 ( )xf 满足 ( ) ( )∫−=
e

dxxfxxf
1

ln ，求 ( )∫
e

dxxf
1

 

    例 3．设 ( )xf 连续，且 ( ) 2

0
arctan

2
12 xdttxtf

x
=−∫ ， ( ) 11 =f ，求 ( )∫

2

1
dxxf  

    三、递推方法 

    例 1．设 ∫= 2
0

sin
π

xdxI n
n   ( )"",2,1,0=n  

    （1）求证当 2≥n 时， 2
1

−
−

= nn I
n

nI  

（2）求 nI  

xdx∫ 2sin ∫ −= dxx)2cos1(
2
1

 

dxx∫ 4sin ∫∫ −−=−= dxxdxx )]2cos1(
2
1(2cos1[

2
1)sin2cos1(

2
1 2  

dxx∫ 3sin )cos(sin 2 xdx −= ∫ ∫ −−= )cos()cos1( 2 xdx  

    例 2．设 ∫= 2
0

cos
π

xdxJ n
n   ( )…,2,1,0=n ，求证 nn IJ =  ( )…,2,1,0=n  

    例 3．设 ∫= 4
0

2tan
π

xdxK n
n  ( )…,3,2,1=n ，求证 112

1
−−

−
= nn K

n
K  

     例 4．计算 ( )∫− −=
1

1

2 1 dxxG n
n  （n 为正整数） 

    四、广义积分 

    例 1．计算
( )∫

∞+

−

−

+
=

0 21
dx

e
xeI

x

x

 

例 2．计算 ∫
∞+

+
=

0 41 x
dxI  

注： 41
1
x+

可以化为最简分式的形式， 

2222424 )2()1(2211 xxxxxx −+=−++=+ )21)(21( 22 xxxx +−++=  
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但这样做太繁，故用其它技巧 

    解：令
t

x 1
= ， ∫ ∫∞+

∞+

+
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

−
=

0

0 4

2

4

2

111

1

dt
t

t

t

dt
tI  

dx
x

x
∫

∞+

+0 4

2

1
 

    由于 ∫ ∫
∞+ ∞+

+
=

+0 0 4

2

4 11
dx

x
x

x
dx

 

    ∴ 

( )
∫ ∫∫

∞+ ∞+∞+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
+

+
=

+
+

=
0 0 2

2

2
2

2

0 4

2

21

1

2
1

1

11

2
1

1
1

2
1

x
x

x
xd

dx

x
x

xdx
x
xI  

         
∈

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
+∞→

∈→ +

λ

λ
2

1

arctan
22

1lim
0

x
x

222222
1 πππ

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=  

§3.3  有关变上（下）限积分和积分证明题 

一、有关变上（下）限积分 

    例 1．设 ( ) ( )dtexf
xa tat∫

− −=
0

2  （a 常数），求 ( )∫=
a

dxxfI
0

 

    解： ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫ ∫ −−=′−= −−−a a xaaxa dxxedxxfx
a

xxfI
0 0

2 1
0

 

          ( ) ( ) ( )∫ ∫ −−== −−a a xaxa xadedxxe
0

22

0

2222

2
1

 

          ( ) ( )1
2
1

02
1 222

−=−= − axa e
a

e  

    例 2．设 ( )xf 在 ( )+∞,0 内可导， ( )
2
51 =f ，对所有 ( )+∞∈ ,0x ， ( )+∞∈ ,0t ， 

          均有 ( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
txxt

duufxduuftduuf
111

，求 ( )xf  

 
口诀（33）：变限积分双变量；先求偏导后求导。 

    例 3．设 ( )xf 为连续函数，且满足 ( ) ( ) ( )∫ ∫ −=+
x

x
xxdtttfdttxf

2

0

0 3 1222 ，求 ( )xf 在 [ ]2,0 上的最大值与最

小值。 

    例 4．设 )(xf 在 [ )+∞,0 上连续，且 0)( >xf ，证明

∫
∫= x

x

dttf

dtttf
xg

0

0

)(

)(
)( 在 ),0( +∞ 内单调增加 

二、积分证明题 
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    例 1．设 )(xf 在 [ ]π,0 上连续， 0)(
0

=∫
π

dxxf ， 0cos)(
0

=∫ xdxxf
π

，求证存在 

          ),0(1 πξ ∈ ， ),0(2 πξ ∈ ， 21 ξξ ≠ ，使 0)()( 21 == ξξ ff  

    例 2．设 )(xf 在 [ ]1,0 上有连续的一阶导数，且 0)1()0( == ff ，试证： ( )
4

1

0

Mdxxf ≤∫ ，其中

)(max
10

xfM
x

′=
≤≤

 

      例 3．设 )(),( xgxf 在 [ ]ba, 上连续，证明 

          ∫∫∫ ≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 22

2

 

    证一：（引入参数法） 

          设 t 为实参数，则 [ ] 0)()(
2

≥+∫ dxxtgxf
b

a
 

          0)()()(2)( 222 ≥+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ∫∫∫

b

a

b

a

b

a
dxxftdxxgxftdxxg  

          作为 t 的一元二次不等式 022 ≥++ CBtAt ，则 02 ≤− ACB  

          即 ACB ≤2
，因此 ∫∫∫ ≤⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 22

2

 

    证二：（引入变上限积分） 

          令 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= ∫∫∫

u

a

u

a

u

a
dxxgdxxfdxxgxfuF )()()()()( 22

2

 

          于是 

∫∫∫ −−=′
u

a

u

a

u

a
dxxfugdxxgufdxxgxfugufuF )()()()()()()()(2)( 2222  

              [ ]∫ −−=
u

a
dxxfugxgufxgxfuguf )()()()()()()()(2 2222  

              [ ] 0)()()()( 2 ≤−−= ∫
u

a
dxxfugxguf    )( au ≥  

           则 )(uF 在 [ ]ba, 上单调不增  故 ab ≥ 时， 0)()( =≤ aFbF ， 

           即 0)()()()( 22
2

≤−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∫∫∫

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf  

    证三：（化为二重积分处理） 

           令 ∫∫=
b

a

b

a
dxxgdxxfI )()( 22

， 

则 ∫ ∫∫∫ ==
b

a
D

b

a
dxdyygxfdyygdxxfI )()()()( 2222

， 

           其中区域
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

bya
bxa

D : ，同理 ∫∫=
D

dxdyxgyfI )()( 22  

           [ ]∫∫ +=∴
D

dxdyxgyfygxfI )()()()(2 2222  
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           abba 222 ≥+∵ ，故 [ ]∫∫≥
D

dxdyxgyfygxfI )()()()(22  

           因此， 

        ∫ ∫∫∫∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=≥=

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a
dxxgxfdyygyfdxxgxfdxxgdxxfI

2
22 )()()()()()()()(  

口诀（34）：定积分化重积分；广阔天地有作为。 
 

    例 4．设 )(xf 在 [ ]ba, 上连续，证明 ∫∫ −≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ b

a

b

a
dxxfabdxxf )()()( 2

2

 

    例 5．设 )(0 xf 在 [ ]ba, 上连续，且 0)(0 >xf ，证明 

          ∫∫ −≥
b

a

b

a
abdx

xf
dxxf 2

0
0 )(

)(
1)(  

       例 6．设 )(0 xf 在 [ ]ba, 上具有连续导数，且 0)()( 00 == bfaf ， 1)(2
0 =∫

b

a
dxxf ， 

    求证： [ ]
4
1)()( 2

0
22

0 ≥⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′ ∫∫

b

a

b

a
dxxfxdxxf  

  

§3.4  定积分的应用  

    （甲）内容要点 
    一、平面图形的面积 
    1．直角坐标系 

 

    模型 I  ( ) ( )[ ]∫ −=
b

a
dxxyxyS 121 ， 

    其中  ( ) ( )xyxy 12 ≥ ， [ ]bax ,∈  
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    模型 II  ( ) ( )[ ]∫ −=
d

c
dyyxyxS 122 ， 

    其中  ( ) ( )yxyx 12 ≥ ， [ ]dcy ,∈  

    注：复杂图形分割为若干个小图形，使其中每一个符合模型 I 或模型 II 加以计算，然后再相加。 
    2．极坐标系 

 

    模型 I  ( )∫=
β

α
θθ drS 2

1 2
1

 

 

    模型 II  ( ) ( )[ ] θθθ
β

α
drrS ∫ −= 2

1
2

22 2
1

 

                    
    3．参数形式表出的曲线所围成的面积 

 

    设  曲线C 的参数方程
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

ty
tx

ψ
ϕ

    ( )βα ≤≤ t  

    ( ) a=αϕ ， ( ) b=βϕ ， ( )tϕ 在 [ ]βα , （或 [ ]αβ , ）上有连续导数，且 ( )tϕ′ 不变号， ( ) 0≥tψ 且连续。 

    则曲边梯形面积（曲线C 与直线 ax = ， bx = 和 x 轴所围成） 

                  ( ) ( )∫ ∫ ′==
b

a
dtttydxS

β

α
ϕψ  

 
    二、平面曲线的弧长（数学一和数学二）（略） 
 
    三、绕坐标轴旋转的旋转体的体积 
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    （1）平面图形由曲线 ( )xfy = ( )0≥ 与直线 ax = ， bx = 和 x 轴围成绕 x 轴旋转一周的体积 

 

        ( )∫=
b

ax dxxfV 2π     dxxfdVx )(2π=∵     

    绕 y 轴旋转一周的体积 

        ( )dxxxfV
b

ay ∫= π2    dxxxfdVy )(2π=∵  

    （2）平面图形由曲线 ( )ygx = ( )0≥ 与直线 cy = ， dy = 和 y 轴围成绕 y 轴旋转一周的体积 

 

        ( )∫=
d

cy dyygV 2π  

    绕 x 轴旋转一周的体积 

        ( )∫=
d

cx dyyygV π2  

 
    四、绕坐标轴旋转的旋转曲面的面积（数学一和数学二）（略） 
 
    （乙）典型例题 
 
    一、在几何方面的应用 

    例 1．求曲线 xy 22 = 在点 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1,

2
1

处法线与曲线所围成图形的面积 
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    解：先找出法线方程 

    22 =′yy ， 1
1

1
1,

2
1 =

=
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′ yy

y  

    法线方程 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=−

2
111 xy  

             
2
3

=+ yx  

    曲线 xy 22 = 和法线
2
3

=+ yx 的另一交点为 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −3,

2
9

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −3,

2
9

 

    所求面积
3

16
22

31

3

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∫− dyyyS  

    例 2．设 ( )xf 在 [ ]ba, 上连续，在 ( )ba, 内 ( ) 0>′ xf ，证明 ( )ba,∈∃ξ ，且唯一，使得 ( )xfy = ， ( )ξfy = ，

ax = ，所围面积 1S 是 ( )xfy = ， ( )ξfy = ， bx = 所围面积 2S 的三倍。 

 

    证：令 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∫ ∫ −−−=−=
t

a

b

t
dxtfxfdxxftftStStF 3)(3)( 21  

       ( ) ( ) ( )[ ]∫ <−−=
b

a
dxafxfaF 03∵  

      ( ) ( ) ( )[ ] 0>−= ∫ dxxfbfbF
b

a
 

    由连续函数介值定理的推论可知 ( )ba,∈∃ξ 使 ( ) 0=ξF 再由 ( ) 0>′ xf ，可知 ( )xf 的单调增加性，则ξ 唯

一 

    例 3．设 ( )xfy = 在 [ ]1,0 上为任一非负连续函数。   （自己阅读） 

    （1）试证： ( )1,00 ∈∃x ，使 [ ]0,0 x 上以 ( )0xf 为高的矩形面积等于 [ ]1,0x 上以 ( )xfy = 为曲边的曲边梯形

面积。 

    （2）又设 ( )xf 在 ( )1,0 内可导，且 ( ) ( )
x

xfxf 2
−>′ ，证明（1）中 0x 唯一。 
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    （1）证：设 ( ) ( )dttfxxF
x∫=
1

，则 ( ) ( ) 010 == FF ，且 ( ) ( ) ( )∫ −=′
1

x
xxfdttfxF ，对 ( )xF 在 [ ]1,0 上用罗

尔定理 ( )1,00 ∈∃x ，使 ( ) 00 =′ xF ，即 ( ) ( )∫ =
1

00
0x

xfxdttf 证毕 

    （2）证：令 ( ) ( ) ( )xxfdttfx
x

−= ∫
1

ϕ ，当 ( )1,0∈x 时， 

               ( ) ( ) ( ) ( )xfxxfxfx ′−−−=′ϕ  

                    ( ) ( ) 02 <′−−= xfxxf （由（2）的已知条件） 

    因此在 ( )1,0 内， ( )xϕ 单调减少， 0x∴ 是唯一的 

    例 4．求由曲线 xxy 22 −= 和直线 0=y ， 1=x ， 3=x 所围平面图形绕 y 轴旋转一周所得旋转体的体积。 

 

    解一： xxy 22 −=∵ 解出 yx +±= 11 ，∴ 

平面图形 1A 绕 y 轴旋转一周所得旋转体体积 

    ( )∫− =−++=
0

1

2

1 6
1111 πππ dyyV  

    平面图形 2A 绕 y 轴旋转一周所得旋转体体积 

    ( )∫ =++−=
3

0

2

2 6
431127 πππ dyyV  

    所求体积 π921 =+= VVVy  

    解二： dxxxxVy ∫ −=
3

1

2 22π  



 
68

    ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−= ∫∫

3

2

222

1
222 dxxxxdxxxxπ  

    ππ 9
2
3

3
2

41
2

43
22 3

44
3 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= xxxx  

    例 5．设 1D 是由抛物线
22xy = 和直线 ax = ， 2=x 及 0=y 所围成的平面区域； 2D 是由抛物线

22xy =

和直线 ax = ， 0=y 所围成的平面区域，其中 20 << a 。（自己阅读） 

    （1）试求 1D 绕 x 轴旋转而成的旋转体体积 1V ； 2D 绕 y 轴而成的旋转体体积 2V （如图） 

 

    （2）问当 a 为何值时， 21 VV + 取得最大值？试求此最大值 

    解：（1） ( ) ( )∫ −==
2 522

1 32
5

42
α

ππ adxxV  

           ∫ =−⋅=
22

0

422
2  

2
2 

a
adyyaaV πππ  

    或    ∫ =⋅=
a

adxxxV
0

42
2  22 ππ  

       （2） ( ) 45
21  32

5
4 aaVVV ππ +−=+=  

    由 ( ) 01 4 3 =−=′ aaV π ， 

    得区间 ( )2,a 内的唯一驻点 1=a 。 

    又 04
1

<−=
=

′′ π
a

V , 因此 1=a 是极大值点，也是最大值点。此时 21 VV + 的最大值为 π
5

129
 

 
    二、物理和力学方面应用（数学一和数学二）（自己阅读） 
    例：为清除井底的污泥，用缆绳将抓斗放入井底，抓起污泥后提出井口，已知井深 30m，抓斗自重 400N，

缆绳每米重 50N，抓斗抓起污泥重 2000N，提升速度 3m/s，提升过程中污泥以 20N/s 的速率从抓斗缝隙中漏掉，

现将抓起污泥的抓斗提升到井口，问克服重力需作多少焦耳的功？ 
    说明：（1） JmN 111 =× ；m ， N ， s ， J 分别表示米，牛顿，秒，焦耳。 
         （2）抓斗的高度及位于井口上方的缆绳长度忽略不计。 

    解：所需作功 321 WWWW ++=  

    1W 是克服抓斗自重所作的功 12000304001 =×=W  
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    2W 是克服缆绳重力作的功 ( )∫ =−=
30

02 225003050 dxxW  

    3W 是提取污泥所作的功 ( )∫ =−=
10

03 570002020003 dttW  

    所以 ( )JWWWW 91500321 =++=  

 
    三、经济方面应用（数学三和数学四）（自己阅读） 

    例 1．设某商品每天生产 x 单位时固定成本 40 元，边际成本函数为 ( ) 22.0 +=′ xxC （元/单位），求总成本

函数 ( )xC ，最小平均成本。若该商品的销售单价为 20 元，且产品全部售出，问每天生产多少单位时才能获得最

大利润，最大利润多少？ 

    解：（1） ( ) 22.0 +=′ xxC ， 

            ( ) ( ) 40
0

+′= ∫
x

dttCxC  

                 ( ) 4022.0
0

++= ∫
x

dtt  

                 4021.0 2 ++= xx  

            ( )
x

xxC 4021.0 ++= ， 

    令      ( ) 200401.0 12 =⇒=−=′ x
x

xC ， 202 −=x （舍去）， 

            ( ) 0
20

80
20 1

3
1

>
=

=
=

′′
xxx

xC ， 

    故生产 20 单位时平均成本最小为 ( ) 6
20

4021.020 =
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

xx
xC 。 

    （2）总收益  ( ) xxR 20= ， 

         总利润  ( ) ( )4021.020 2 ++−= xxxxL  

                     ( )401.018 2 −−= xx ， 

         令     ( ) 9002.018 =⇒=−=′ xxxL ， 

        ( ) 02.090 <−=′′L ， 

    因此，每天生产 90 单位时，才能获得最大利润。 

    最大利润为 ( ) ( ) 270
90

401.01890 2 =
=

−−=
x

xxL （元） 

    例 2．由于折旧等因素，某机器转售价格 ( )tP 是时间 t（周）的减函数 ( ) 96
 

4
3 t

eAtP
−

=  （元），其中 A 是机
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器的最初价格。在任何时间 t ，机器开动就能产生 48
 

4

t

eAR
−

= 的利润。问机器使用了多长时间后转售出去能

使总利润最大？ 

   解：假设机器使用了 x 周后出售，此时的售价为 ( ) 96
 

4
3 x

eAxP
−

= ，在这段时间内机器创造的利润是

∫
−x

t

dteA
0

48
 

4
，购买机器的价格为 A。 

    所以，总利润 ( ) AdteAeAxL
x

tx

−+= ∫
−−

0
48

 
96

 

44
3

， 

    令 ( ) 0=′ xL ，得出 33332ln96 ≈=x ， ( ) 032ln96 <′′L ，所以，机器使用了大约333  周后转售出去会

使总利润最大。 

    例 3．假设当鱼塘中有 x 公斤鱼时，每公斤鱼的捕捞成本是
x+10

2000
元，已知鱼塘中现有鱼 kg10000 ，问从

鱼塘中捕捞 kg6000 鱼需花费多少成本？ 

    解：设已经捕捞了 x 公斤鱼，此时鱼塘中有 xkg−10000 鱼，再捕捞 xkgΔ 鱼的成本为 

    ( ) x
x

C Δ
−+

=Δ
1000010
2000

， 

    所以，捕捞 6000 公斤鱼的成本为 

    ( )∫ ≈=
−+

=
6000

0
59.1829

4010
10010ln2000

1000010
2000 dx

x
C （元）。 

第四章  常微分方程 

§4．1  基本概念和一阶微分方程 

    （甲）内容要点 
 
    一、基本概念 
    1．常微分方程和阶 
    2．解、通解和特解 
    3．初始条件 
    4．齐次线性方程和非齐次线性方程 
 

例 1． xyexyy x sin'3'' =++ 为二阶、线性、非齐次方程，如果要求 0)0(',1)0( == yy ，这就是初始条件，从而

得到特解。 

例 2． xeyyyy =++ sin)'('' 2
为二阶非线性方程 

    二、变量可分离方程及其推广 
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    1． ( ) ( ) ( )( )0        ≠= yQyQxp
dx
dy

 

        Cdxxp
yQ

dy
+= ∫∫ )(

)(
 

    2．齐次方程： ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yf

dx
dy

 

       令 ,u
x
y
= 则 ,,

dx
duxu

dx
dyxuy +== 代入后得 )(uf

dx
duxu =+ ，则 CxC

x
dx

uuf
du

+=+=
− ∫∫ ln

)(
 

 
    三、一阶线性方程及其推广 

    1． ( ) ( )xQyxP
dx
dy

=+  

       通解 ])([
)()(

CdxexQey
dxxpdxxp

+∫∫= ∫
−

 

    2． ( ) ( ) ( )1,0        ≠=+ ααyxQyxP
dx
dy

 

    )()( 1 xQyxP
dx
dyy =+ −− αα  

)()(
1

1 1
1

xQyxP
dx

dy
=+

−
−

−
α

α

α
 

令 zy =−α1  则为一阶线性方程 

 
    四、全微分方程及其推广（数学一） 

    1． ( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP ，满足
y
P

x
Q

∂
∂

=
∂
∂

 

    2． ( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP ，
y
P

x
Q

∂
∂

≠
∂
∂

但存在 ( )yxR , ，使
( ) ( )

y
RP

x
RQ

∂
∂

=
∂

∂
 

    五、差分方程（数学三） 
   （乙）典型例题 

    例 1．求
dx
dyxy

dx
dyxy =+ 22

的通解。 

    例 2．求微分方程 4yx
y

dx
dy

+
= 的通解 

    例 3．设
xey = 是 ( ) xyxpyx =+′ 的一个解，求此微分方程满足 0

2ln
=

=x
y 的特解 

    例 4．设 ( ) ( ) ( )xgxfxF = ，其中 ( )xf ， ( )xg 在 ( )+∞∞− , 内满足以下条件 ( ) ( )xgxf =′ ， ( ) ( )xfxg =′ ，

且 ( ) 00 =f ， ( ) ( ) xexgxf 2=+  

    （1）求 ( )xF 所满足的一阶微分方程 
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    （2）求出 ( )xF 的表达式 

  例 5．求微分方程 ( ) ( ) 2
322 11 y

dx
dyxxy +=+− 的通解 

  例 6．设 )(xf 连续， ∫−=
x

dttfxxf
0

)(sin)( ，求 )(xf  

§4．3  微分方程的应用 

    一、微分方程在几何问题方面的应用 

    例 1． 求通过 ( )0,3 的曲线方程，使曲线上任意点处切线与 y 轴之交点与切点的距离等于此交点与原点的距

离。 

    例 2． 设函数 ( )xf 在 [ )+∞,1 上连续，若曲线 ( )xfy = ，直线 1=x ， ( )1>= ttx 与 x 轴围成平面图形绕 x 轴

旋转一周所成旋转体的体积 ( ) ( ) ( )[ ]1
3

2 ftfttV −=
π

，试求 ( )xfy = 所满足的微分方程，并求
9
2

2
=

=x
y 的解。 

    二、其它应用（略） 

§4．2  特殊的高阶微分方程（数学四不要） 

    （甲）内容要点 
    一、可降阶的高阶微分方程 

方程类型 解法及解的表达式 

( )xfy n =)(  通解 N ( )( ) nn
nnn

n

CxCxCxCdxxfy +++++∫∫= −
−−

1
2

2
1

1 ""
次

 

( )yxfy ′=′′ ,  令 py =′ ，则 py ′=′′ ，原方程⇒  

  ( )pxfp ,=′ ——一阶方程，设其解为 ( )1,Cxgp = ， 

即 ( )1,Cxgy =′ ，则原方程的通解为 ( ) 21, CdxCxgy += ∫  

( )yyfy ′=′′ ,  令 py =′ ，把 p 看作 y 的函数，则 

  
dy
dpp

dx
dy

dy
dp

dx
dpy =⋅==′′ 把 yy ′′′, 的表达式代入原方程， 

得 ( )pyf
pdy

dp ,1
= ——一阶方程， 

  设其解为 ( )1,Cygp = ，即 ( )1,Cyg
dx
dy

= ，则原方程的通解为 

                ( ) 2
1,

Cx
Cyg

dy
+=∫  

     
    二、线性微分方程解的性质与结构 
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    我们讨论二阶线性微分方程解的性质与结构，其结论很容易地推广到更高阶的线性微分方程。 

    二阶齐次线性方程       ( ) ( ) 0=+′+′′ yxqyxpy        （1） 

    二阶非齐次线性方程     ( ) ( ) ( )xfyxqyxpy =+′+′′     （2） 

    1．若 ( )xy1 ， ( )xy2 为二阶齐次线性方程的两个特解，则它们的线性组合 ( ) ( )xyCxyC 2211 + （ 21 ,CC 为任

意常数）仍为同方程的解，特别地， 当 ( ) ( )xyxy 21 λ≠ （λ为常数），也即 ( )xy1 与 ( )xy2 线性无关时，则方程

的通解为 ( ) ( )xyCxyCy 2211 += 。 

    2．若 ( )xy 为二阶非齐次线性方程的一个特解，而 ( ) ( )xyCxyC 2211 + 为对应的二阶齐次线性方程的通解

（ 21 ,CC 为独立的任意常数）则 ( ) ( ) ( )xyCxyCxyy 2211 ++= 是此二阶非齐次线性方程的通解。 

    3．设 ( )xy1 与 ( )xy2 分别是 ( ) ( ) ( )xfyxqyxpy 1=+′+′′ 与 

       ( ) ( ) ( )xfyxqyxpy 2=+′+′′ 的特解，则 ( ) ( )xyxy 21 + 是 

      ( ) ( ) ( ) ( )xfxfyxqyxpy 21 +=+′+′′ 的特解 

 
    三、二阶常系数齐次线性方程 

       0=+′+′′ qyypy ，  qp, 为常数 

    特征方程     02 =++ qpλλ  

    特征方程根的三种不同情形对应方程通解的三种形式 

    （1）当 042 >−=Δ qp ，特征方程有两个不同的实根 21 ,λλ  

         则方程的通解为    xx eCeCy 21
21

λλ +=  

    （2）当 042 =−=Δ qp ，特征方程有二重根 21 λλ = ， 

         则方程的通解为    ( ) xexCCy 1
21

λ+=  

    （3）当 042 <−=Δ qp ，特征方程有共轭复根 βα i± ， 

         则方程的通解为    ( )xCxCey x ββα sincos 21 +=  

     
    四、二阶常系数非齐次线性方程 

        方程    ( )xfqyypy =+′+′′     其中 qp, 为常数 

        通解    ( ) ( )xyCxyCyy 2211 ++=  

        其中 ( ) ( )xyCxyC 2211 + 为对应二阶常系数齐次线性方程的通解上面已经讨论。所以关键要讨论二阶常

系数非齐次线性方程的一个特解 y 如何求？ 
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    我们根据 ( )xf 的形式，先确定特解 y 的形式，其中包含一些待定的系数，然后代入方程确定这些系数就得

到特解 y ，常见的 ( )xf 的形式和相对应地 y 的形式如下： 

    1． ( ) ( )xpxf n= ，其中 ( )xpn 为 n 次多项式 

    （1）若0 不是特征根，则令 ( ) nn
nn

n axaxaxaxRy ++++== −
−

1
1

10 "  

         其中 ( )niai ,,2,1,0 "= 为待定系数。 

    （2）若0 是特征方程的单根，则令 ( )xxRy n=  

    （3）若0 是特征方程的重根，则令 ( )xRxy n
2=  

    2． ( ) ( ) x
n expxf α= 其中 ( )xpn 为 n 次多项式，α为实常数 

    （1）若α不是特征根，则令 ( ) x
n exRy α=  

    （2）若α是特征方程单根，则令 ( ) x
n exxRy α=  

    （3）若α是特征方程的重根，则令 ( ) x
n exRxy α2=  

    3． ( ) ( ) xexpxf x
n βα sin= 或 ( ) ( ) xexpxf x

n βα cos=  

       其中 ( )xpn 为 n 次多项式， βα , 皆为实常数 

    （1）若 βα i± 不是特征根，则令 ( ) ( )[ ]xxTxxRey nn
x ββα sincos +=  

       其中 ( ) nn
nn

n axaxaxaxR ++++= −
−

1
1

10 "  

       ( )niai ,,1,0 "= 为待定系数 

       ( ) nn
nn

n bxbxbxbxT ++++= −
−

1
1

10 "  

       ( )nibi ,,1,0 "= 为待定系数 

      （2）若 βα i± 是特征根，则令 ( ) ( )[ ]xxTxxRxey nn
x ββα sincos +=  

 
    五、欧拉方程（数学一） 

    ( ) ( ) 01
11

1 =+′+++ −
−− ypyxpyxpyx nn

nnnn " ，其中 ( )nipi ,,2,1 "= 为常数称为 n 阶欧拉方程，令 ex ′=

代入方程，变为 t 是自变量， y 是未知函数的微分方程一定是常系数齐次线性微分方程 
 
    （乙）典型例题 
 

    例 1．求 ( ) ( )1ln1 +=′+′′+ xyyx 的通解 

    解：令 py =′ ，则 py ′=′′ ，原方程化为 
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    ( ) ( )1ln1 +=+′+ xppx  

    
( )

1
1ln

1
1

+
+

=
+

+′
x
xp

x
p 属于一阶线性方程 

    
( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+∫

+
+∫= ++

−

∫ 1
1

1
1

1

1
1ln Cdxe

x
xep

dx
x

dx
x  

      ( )[ ] ( )
1

11ln1ln
1

1 1
1 +

+−+=++
+

= ∫ x
C

xCdxx
x

 

    ( )∫ +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
+−+= 2

1

1
11ln Cdx

x
Cxy  

      ( ) ( ) 21 21ln CxxCx +−++=  

    例 2．求下列微分方程的通解 

    ( ) 012 =+′−′′ yyy  

    解： 

    令 py =′ ，则
dy
dppy =′′ ，原方程化为 

    12 −= p
dy
dpyp  

    ∫ ∫ ′+=
− 12 1

C
y

dy
p
pdp

 

    1
2 ln1ln

2
1 Cyp ′+=−  

            ± += 2
11 yCp  

           ± += 2
11 yC

dx
dy

 

    当 01 >C 时， ( ) 2
2

11
1

1ln1 CxyCyC
C

+±=++  

    当 01 <C 时， ( ) 21
1

arcsin
1

1 CxyC
C

+±=−
−

 

    例 3．求
xeyyy 232 =−′+′′ 的通解 

    解： 

    先求相应齐次方程 032 =−′+′′ yyy 的通解，其特征方程为 

0322 =−+ λλ  

    特征根为 31 −=λ ， 12 =λ ，因此齐次方程通解为 
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xx eCeCY 2
3

1 += −  

    设非齐次方程的特解为 y ，由于 1=α 为特征根，因此设
xxAey = ，代入原方程可得

2
1

=A ，故原方程的

通解为 

xxx xeeCeCy
2
1

2
3

1 ++= −  

    例 4．求方程 xyyy 2cos22 =−′+′′ 的通解 

         特征根为 21 −=λ ， 12 =λ ，因此齐次方程的通解为 

xx eCeCY 2
2

1 += −  

    设非齐次方程的 特解为 y ， 由于题目 中 0=α ， 2=β ， ii 2=+ βα 不 是特征根 ，因此设

xBxAy 2sin2cos += ，代入原方程可得 

( ) ( ) xxBABxABA 2cos22sin4222cos422 =−−−+−+−  

⎩
⎨
⎧

=−−
=+−

026
226

AB
BA

 

    解联立方程得
10
3

−=A ，
10
1

=B ，因此 

              xxy 2sin
10
12cos

10
3

+−=  

    故原方程的通解为 

xxeCeCy xx 2sin
10
12cos

10
3

2
2

1 +−+= −  

    例 5．解
xexyxyxy =+′−′′ cos3sin2cos  

    例 6．设函数 ( )xyy = 在 ( )+∞∞− , 内具有二阶导数，且 0≠′y ， ( )yxx = 是 ( )xyy = 的反函数。 

    （1）试将 ( )yxx = 所满足的微分方程 ( ) 0sin
3

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

dy
dxxy

dy
xd

变换为 ( )xyy = 满足的微分方程； 

    （2）求变换后的微分方程满足初始条件 ( ) 00 =y ， ( )
2
30 =′y 的解。 

       例 7．设 ( ) ( ) ( )∫ −−=
x

dttftxxxxf
0

sin ，其中 ( )xf 连续，求 ( )xf  

     例 8． 已知
xx exey 2

1 += ，
xx exey −+=2 ，

xxx eexey −−+= 2
3 是某二阶线性非齐次常系数微分方程

的三个解，求此微分方程及其通解。 
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第五章  向量代数与空间解析几何 

§5.1  向量代数 

 
    （甲）内容要点 
    一、空间直角坐标系 
    二、向量概念 

 

    kzjyixa
GGGG

++=  

    坐标 ( )zyx ,,  

    模 222 zyxa ++=
G

 

    方向角 γβα ,,  

    方向余弦 γβα cos,cos,cos  

    
222222222

cos;cos;cos
zyx

z
zyx

y
zyx

x
++

=
++

=
++

= γβα  

 
    三、向量运算 

    设 ( ) ( ) ( )333222111 ,,;,,;,, zyxczyxbzyxa GGG
 

    1．加（减）法  ( )212121 ,, zzyyxxba ±±±=±
GG

 

    2．数乘  ( )111 ,, zyxa λλλλ =
G

 

    3．数量积（点乘）（i）定义 ( )bababa
GGGGGG ,cos∠=⋅  

    （ii）坐标公式 212121 zzyyxxba ++=⋅
GG

 

    （iii）重要应用 baba
GGGG  0 ⊥⇔=⋅  
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    4．向量积（叉乘）（i）定义 ( )bababa
GGGGGG ,sin∠=×  

    ba
GG

× 与 aG和b
G
皆垂直，且 baba

GGGG
×,, 构成右手系 

    （ii）坐标公式

222

111

zyx
zyx
kji

ba

GGG
GG
=×  

    （iii）重要应用 baba
GGGGG ,0 ⇔=× 共线 

    5．混合积（i）定义 ( ) ( ) cbacba GGGGGG
⋅×=,,  

    （ii）坐标公式 ( )
333

222

111

,,
zyx
zyx
zyx

cba =
GGG

 

    （iii） ( )cba GGG ,, 表示以 cba GGG ,, 为棱的平行六面体的体积 

口诀（36）：点乘为零判垂直；叉乘为零是平行；混合积为零共面；体积就加绝对值。 
    （乙）典型例题 
 

    例 1．点P 到过 BA, 的直线之间的距离 

 

             
BA

BPAP
d G

GG
×

=  

    例 2．点P 到 CBA ,, 所在平面的距离 

 

               
( )

CABA

CPBPAP
d GG

GGG

×
=

,,
 

     因为四面体PABC 的体积 ABCSdV Δ⋅=
3
1

 

    而 CABAS ABC

GG
×=Δ 2

1
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    又 ( )CPBPAPV
GGG

,,
6
1

=  

    例 3．过点 BA, 与过点 DC, 的异面直线之间的距离 

 

          
( )

DCBA

DCBACA
d GG

GGG

×
=

,,
 

    因为 DCDC ′′=
GG

 

    
平行四边形面积

平行六面体体积
=d  

§5.2  平面与直线 

    （甲）内容要点 
    一、空间解析几何 
    1．空间解析几何研究的基本问题。 
    （1）已知曲面（线）作为点的几何轨迹，建立这曲面（线）的方程， 
    （2）已知坐标 yx, 和 z 间的一个方程（组），研究这方程（组）所表示的曲面（线）。 

    2．距离公式  空间两点 ( )111 ,, zyxA 与 ( )222 ,, zyxB 间的距离 d 为 

                        ( ) ( ) ( )2
12

2
12

2
12 zzyyxxd −+−+−=  

    3．定比分点公式 ( )zyxM ,, 是 AB 的分点： λ=
MB
AM

，点 BA, 的坐标为 ( )111 ,, zyxA ， ( )222 ,, zyxB ，则 

            
λ
λ

λ
λ

λ
λ

+
+

=
+
+

=
+
+

=
1

,
1

,
1

212121 zz
z

yy
y

xx
x  

    当M 为中点时， 

            
2

,
2

,
2

212121 zz
z

yy
y

xx
x

+
=

+
=

+
=  

    二、平面及其方程 
    1．法（线）向量，法（线）方向数。 

    与平面π 垂直的非零向量，称为平面π 的法向量，通常记成 nG。法向量{ }pnm ,, 的坐标称为法（线）方向

数。对于给定的平面π ，它的法向量有无穷多个，但它所指的方向只有两个。 

    2．点法式方程  已知平面π 过 ( )000 ,, zyxM 点，其法向量 { }CBAn ,,=
G

，则平面π 的方程为 

                ( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzCyyBxxA  
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    或           ( ) 00 =−⋅ rrn GGG
 

    其中         { } { }zyxrzyxr ,,,,, 0000 ==
GG

 

    3．一般式方程 

                 0=+++ DCzByAx  

    其中 CBA ,, 不全为零。 zyx ,, 前的系数表示π 的法线方向数， { }CBAn ,,= 是π 的法向量特别情形： 

    0=++ CzByAx ，表示通过原点的平面。 

    0=++ DByAx ，平行于 z 轴的平面。 

    0=+ DAx ，平行 yOz 平面的平面。 

    0=x 表示 yOz 平面。 

    4．三点式方程  设 ( )111 ,, zyxA ， ( )222 ,, zyxB ， ( )333 ,, zyxC 三点不在一条直线上。则通过 CBA ,, 的平

面方程为 

    0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

 

    5．平面束   设直线 L 的一般式方程为
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

，则通过 L 的所有平面方程为

( ) ( ) 02222211111 =+++++++ DzCyBxAKDzCyBxAK ，其中 ( ) ( )0,0, 21 ≠kk  

    6．有关平面的问题 
    两平面为 

               0: 11111 =+++ DzCyBxAπ     法向量  ),,( 1111 CBAnG  

               0: 22222 =+++ DzCyBxAπ            ),,( 2222 CBAnG  

     1π 与 2π 间夹角 ( )ϕ  

（就是 1nG 与 2nG 之间夹角） 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA

++⋅++

++
ϕ  

（即
21

21

nn
nn
GG
GG
⋅

） 

垂直条件 0212121 =++ CCBBAA  

平行条件 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≠==

2

1

2

1

2

1

2

1

D
D

C
C

B
B

A
A

 

重合条件 
2

1

2

1

2

1

2

1

D
D

C
C

B
B

A
A

===  
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    7．设平面π 的方程为 0=+++ DCzByAx ，而点 ( )111 ,, zyxM 为平面π 外的一点，则M 到平面π 的距

离 d ： 

                          
222

111

CBA

DCzByAx
d

++

+++
=  

 
    三、直线及其方程 
    1．方向向量、方向数 

    与直线平行的非零向量 S
G
，称为直线 L的方向向量。方向向量的坐标称为方向数。 

    2．直线的标准方程（对称式方程）。 

    
n

zz
m

yy
l
xx 000 −

=
−

=
−

 

    其中 ( )000 ,, zyx 为直线上的点， nml ,, 为直线的方向数。 

    3．参数式方程： 

                   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

ntzz
mtyy
ltxx

0

0

0

 

    4．两点式 

    设 ( )111 ,, zyxA ， ( )222 ,, zyxB 为不同的两点，则通过 A和 B 的直线方程为 

    
12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

 

    5．一般式方程（作为两平面的交线）： 

    
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 

    { } { }222111 ,,,, CBACBAS ×=
G

 

    6．有关直线的问题 
    两直线为 

                       
1

1

1

1

1

1
1 :

n
zz

m
yy

l
xx

L
−

=
−

=
−

  方向向量 ),,( 1111 nmlS
G

 

                       
2

2

2

2

2

2
2 :

n
zz

m
yy

l
xx

L
−

=
−

=
−

          ),,( 2222 nmlS
G

 

1l 与 2l 间夹角 ( )θ  

（就是 1S
G
与 2S
G

之间夹角） 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
nmlnml

nnmmll

++⋅++

++
=θ  

（即

21

21

SS
SS
GG
GG

⋅
） 

垂直条件 0212121 =++ nnmmll  
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平行条件 
2

1

2

1

2

1

n
n

m
m

l
l

==  

 
    四、平面与直线相互关系 
        平面π 的方程为： 

                           |0=+++ DCzByAx    法向量 ),,( CBAnG  

        直线 L的方程为： 

                           
n

zz
m

yy
l
xx 000 −

=
−

=
−

方向向量 ),,( nmlS
G

 

 

L与π 间夹角 ( )α  

222222
sin

nmlCBA
CnBmAl

++⋅++

++
=α  

（
Sn
Sn
KK

GG
⋅

== θcos ） 

L与π 垂直条件 
C
n

B
m

A
l

==  

L与π 平行条件 0=++ CnBmAl  

L与π 重合条件 
0=++ CnBmAl  

L上有一点在π 上 
 
    （乙）典型例题 
 

    例 1．求通过 ( )2,1,10 −M 和直线
⎩
⎨
⎧

=−++
=+−−

052
01

:
zyx

zyx
l 的平面方程。 

     例 2．求过直线
⎩
⎨
⎧

=+−
=+−+

02
032

zyx
zyx

且切于球面 1222 =++ zyx 的平面 

  

§5.3  曲面与空间曲线 

    （甲）内容要点 
    一、曲面方程 

    1．一般方程    ( ) 0,, =zyxF  

    2．参数方程   

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

vuzz
vuyy
vuxx

,
,
,

    ( ) Dvu ∈, （平面区域） 
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    二、空间曲线方程 

    1．一般方程    
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

0,,
0,,

2

1

zyxF
zyxF

 

    2．参数方程    

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

tzz
tyy
txx

  ( )βα ≤≤ t  

 
    三、常见的曲面方程 
    1．球面方程 

    设 ( )0000 ,, zyxP 是 球 心 ， R 是 半 径 ， ( )zyxP ,, 是 球 面 上 任 意 一 点 ， 则 RPP =0 ， 即

( ) ( ) ( ) 22
0

2
0

2
0 Rzzyyxx =−+−+− 。 

    2．旋转曲面的方程 

    （i）设 L是 xOz平面上一条曲线，其方程是
( )

⎩
⎨
⎧

=
=

.0
,0,

y
zxf

L绕 z 轴旋转得到旋转曲面，设 ( )zyxP ,, 是旋转

面上任一点，由点 ( )000 ,0, zxP 旋转而来（点 ( )zM ,0,0 是圆心）。 

    由 22
00 yxMPMPx +=== ， zz =0 得旋转面方程是 

            ( ) 0,22 =+± zyxf ； 

 

    （ii）求空间曲线
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

0,,
0,,

2

1

zyxF
zyxF

绕 z 轴一周得旋转曲面的方程 

         第一步：从上面联立方程解出 ( )zfx = ， ( )zgy =  

         第二步：旋转曲面方程为 ( ) ( )zgzfyx 2222 +=+  

         绕 y 轴一周或绕 x 轴一周的旋转曲面方程类似地处理 
    3．二次曲面 

曲面名称 方    程 曲面名称 方    程 

椭球面 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

 旋转抛物面 ( )0
22

22

>=+ pz
p

y
p

x
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椭圆抛物面 
( )0,

22

22

>=+ qpz
q

y
p

x

 

双曲抛物面 
( )0,

22

22

>=+− qpz
q

y
p

x

 

单叶双曲面 12

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x

 双叶双曲面 12

2

2

2

2

2

−=−+
c
z

b
y

a
x

 

二次锥面 02

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x

 椭圆柱面 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 

双曲柱面 12

2

2

2

=−
b
y

a
x

 抛物柱面 ( )0
2

2

>= py
p

x
 

 
    四、空间曲线在坐标平面上的投影 

    曲线C 的方程  
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

0,,
0,,

zyxG
zyxF

 

    曲线C 在 xy平面上的投影 

    先从曲线C 的方程中消去 Z 得到 ( ) 0, =yxH ，它表示曲线C 为准线，母线平行于 Z 轴的柱面方程，那么

( )
⎩
⎨
⎧

=
=

0
0,

z
yxH

 

    就是C 在 xy平面上的投影曲线方程 

    曲线C 在 zx 平面上投影或在 yz平面上投影类似地处理 

 
    （乙）典型例题 
 

    例 1．求以点 ( )1,0,0A 为顶点，以椭圆

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+

,3

1
925

22

z

yx
，为准线的锥面方程。 

      例 2．求旋转抛物面
22 yxz += 与平面 1=+ zy 的交线在 xy平面上投影方程 

     例 3．求直线

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+=
−=

tz
ty
tx

L
32

3
21

: 在三个坐标面上的投影； 

      例 4．求直线
1
1

11
1:

−
−

==
− zyxL 在平面 012: =−+− zyxπ 上的投影直线 0L 的方程，并求 0L 绕 y 轴

一周所成曲面的方程。 
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第六章  多元函数微分学 

§6.1  多元函数的概念、极限与连续性 

    （甲）内容要点 
    一、多元函数的概念 
    1．二元函数的定义及其几何意义 

    设 D 是平面上的一个点集，如果对每个点 ( ) DyxP ∈, ，按照某一对应规则 f ，变量 z  都有一个值与之对

应，则称 z 是变量 x ， y 的二元函数，记以 ( )yxfz ,= ， D称为定义域。 

    二元函数 ( )yxfz ,= 的图形为空间一块曲面，它在 xy平面上的投影域就是定义域 D。 

    例如
221 yxz −−= ， 1: 22 ≤+ yxD 二元函数的图形为以原点为球心，半径为 1 的上半球面，其定义域

D就是 xy平面上以原点为圆心，半径为 1 的闭圆。 

 
    2．三元函数与 n 元函数 

    ( )zyxfu ,,= ， ( ) Ω∈zyx ,, 空间一个点集，称为三元函数 

    ( )nxxxfu ,,, 21 "= 称为 n 元函数。 

    它们的几何意义不再讨论，在偏导数和全微分中会用到三元函数。条件极值中，可能会遇到超过三个自变量

的多元函数。 
 
    二、二元函数的极限 

    设 ( )yxf , 在点 ( )00 , yx 的领域内有定义，如果对任意 0>ε ，存在 0>δ ，只要 ( ) ( ) δ<−+− 2
0

2
0 yyxx ，

就有 ( ) ε<− Ayxf ,  

    则记以 ( ) Ayxf
yy
xx

=
→
→

,lim
0
0

或
( ) ( )

( ) Ayxf
yxyx

=
→

,lim
00 ,,

 

    称当 ( )yx, 趋于 ( )00 , yx 时， ( )yxf , 的极限存在，极限值为 A。否则，称为极限不存在。 

    值得注意：这里 ( )yx, 趋于 ( )00 , yx 是在平面范围内，可以按任何方式沿任意曲线趋于 ( )00 , yx ，所以二元

函数的极限比一元函数的极限复杂，但考试大纲只要求知道基本概念和简单的讨论极限存在性和计算极限值

不象一元函数求极限要求掌握各种方法和技巧。 
 



 
86

    三、二元函数的连续性 
    1．二元函数连续的概念 
    若 ( ) ( )00 ,,lim

0
0

yxfyxf
yy
xx

=
→
→

则称 ( )yxf , 在点 ( )00 , yx 处连续 

    若 ( )yxf , 在区域 D内每一点皆连续，则称 ( )yxf , 在 D内连续。 

    2．闭区域上连续函数的性质 

    定理 1  （有界性定理）设 ( )yxf , 在闭区域 D上连续，则 ( )yxf , 在 D上一定有界 

    定理 2  （最大值最小值定理）设 ( )yxf , 在闭区域 D 上连续，则 ( )yxf , 在 D 上一定有最大值和最小值

( )
( ) Myxf

Dyx
=

∈
,max

,
（最大值），

( )
( ) myxf

Dyx
=

∈
,min

,
（最小值） 

    定理 3  （介值定理）设 ( )yxf , 在闭区域 D上连续，M 为最大值，m 为最小值，若 Mcm ≤≤ ，则存在

( ) Dyx ∈00 , ，使得 ( ) Cyxf =00 ,  

    （乙）典型例题 

    一、求二元函数的定义域  （自己阅读） 

    例 1．求函数 xyxz +=
3

arcsin 的定义域 

                   

    解：要求 1
3
≤

x
 即 33 ≤≤− x ； 

    又要求 0≥xy 即 0≥x ， 0≥y 或 0≤x ， 0≤y 综合上述要求得定义域 

             
⎩
⎨
⎧

≤
≤≤−

0
03

y
x

或
⎩
⎨
⎧

≥
≤≤

0
30

y
x
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    例 2．求函数 ( )12ln4 222 +−+−−= xyyxz 的定义域 

                  

    解：要求 04 22 ≥−− yx 和 0122 >+− xy  

    即
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>+

≤+

xy
yx

21
2

2

222

 

    函数定义域 D在圆
222 2≤+ yx 的内部（包括边界）和抛物线 xy 212 =+ 的左侧（不包括抛物线上的点） 

    二、有关二元复合函数    （自己阅读） 

    例 1．设 ( ) 22, yyxyxyxf +=−+ ，求 ( )yxf ,  

    解：设 uyx =+ ， vyx =− 解出 ( )vux +=
2
1

， ( )vuy −=
2
1

 

        代入所给函数化简 ( ) ( ) ( ) ( )22

4
1

8
1, vuvuvuvuf −+−+=  

        故 ( ) ( ) ( ) ( )22

4
1

8
1, yxyxyxyxf −+−+=  

    例 2．设 ( ) 53, 22 +++=+ yxyxxyyxf ，求 ( )yxf ,  

    解： ( ) 5253 2222 ++++=+++ xyyxyxyxyx∵  

                          ( ) 52 +++= xyyx  

        ( ) 5, 2 ++=∴ yxyxf  

    例 3．设 ( )1−+= xfyz ，当 1=y 时， xz = ，求函数 f 和 z  

    解：由条件可知 

    ( )11 −+= xfx ，令 ux =−1 ， 

    则 ( ) ( ) 2111 22 +=−+=−= uuxuf  

    ( ) xxxf 22 +=∴ ， 1−+= xyz  

     

http://www.1zhao.org
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    三、有关二元函数的极限 

    例 1．讨论
yx

x

ay
x xy

+

→
∞→ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

2

11lim     （ 0≠a 常数） 

    解：原式

( )yxxy
x

xy

ay
x xy

+

→
∞→ ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

2

11lim  

        而 e
t

xyt
xy

t

t

xy

ay
x

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∞→
→
∞→

11lim11lim 令  

        又 ( ) a
x
yyyxxy

x

ay
x

ay
x

1

1

1limlim
2

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+

→
∞→

→
∞→

 

       ae
1

=∴原式  

    例 2．讨论 24

2

0
0

lim
yx
yx

y
x +
→
→

 

    解：沿 lxy = 原式 0lim 224

3

0
=

+
=

→ xlx
lx

x
 

        沿 2lxy = ，原式 2424

4

0 1
lim

l
l

xlx
lx

x +
=

+
=

→
 

        ∴原式的极限不存在 

    例 3．讨论 24

2
3

2

0
0

lim
yx

yx

y
x +
→
→

 

    解： yxyx 224 2≥+∵     （ ( ) 022 ≥− yx∵ ） 

        2
1

2

2
3

2

24

2
3

2

2
1

2
0 y

yx
yx

yx
yx

=≤
+

≤∴  

        而 0
2
1lim 2

1

0
0

=
→
→

y
y
x

；    00lim
0
0

=
→
→

y
x

 

        用夹逼定理可知  原式 0=  
 

§6.2  偏导数与全微分 

    （甲）内容要点 
    一、偏导数与全微分的概念 
    1．偏导数 

    二元：设 ( )yxfz ,=  
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            ( ) ( ) ( )
x

yxfyxxfyxf
x
z

xx Δ
−Δ+

=′=
∂
∂

→Δ

,,lim,
0

 

            ( ) ( ) ( )
y

yxfyyxfyxf
y
z

yy Δ
−Δ+

=′=
∂
∂

→Δ

,,lim,
0

 

例： xyxz sin3 32 −= ， xxy
x
z cos6 3 −=
∂
∂

， 229 yx
y
z
=

∂
∂

 

    三元：设 ( )zyxfu ,,=  

            ( )zyxf
x
u

x ,,′=
∂
∂

； 

            ( )zyxf
y
u

y ,,′=
∂
∂

； 

            ( )zyxf
z
u

z ,,′=
∂
∂

 

    2．二元函数的二阶偏导数 

    设 ( )yxfz ,= ， 

    ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=′′=
∂
∂

x
z

x
yxf

x
z

xx ,2

2

， 

    ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=′′=
∂∂

∂
x
z

y
yxf

yx
z

xy ,
2

， 

    ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=′′=
∂∂

∂
y
z

x
yxf

xy
z

yx ,
2

， 

    ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=′′=
∂
∂

y
z

y
yxf

y
z

yy ,2

2

 

当二阶偏导数连续时， ),(),( yxfyxf yxxy ′′=′′  

    3．全微分 

    设 ( )yxfz ,= ，增量 ( ) ( )yxfyyxxfz ,, −Δ+Δ+=Δ  

    若 ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ Δ+Δ+Δ+Δ=Δ 22 yxoyBxAz  

    当 0     0 →Δ→Δ yx 时 

    则称 ( )yxfz ,= 可微，而全微分 yBxAdz Δ+Δ=  

    定义： xdx Δ= ，    ydy Δ=  

    定理：可微情况下， ( )yxfA x ,′= ， ( )yxfB y ,′=  

         ( ) ( )dyyxfdxyxfdz yx ,, ′+′=∴  
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    三元函数 ( )zyxfu ,,=  

    全微分 ( ) ( ) ( )dzzyxfdyzyxfdxzyxfdu zyx ,,,,,, ′+′+′=  

    4．相互关系 

    
( )
( ) ( ) ( ) ( )

连续

存在
存在连续

),(
,,,

,
,
,

yxf
yxfyxf

yxdf
yxf
yxf yx

y

x

⇒

′′⇒
⇒

′
′

 

例：函数 ),( yxf 有偏导数是 ),( yxf 连续的（ ）条件 

   （A）充分    （B）必要    （C）充分必要    （D）无关 
    5．方向导数与梯度（数学一） 
 
    二、复合函数微分法——锁链公式 

    模型 I：设 ),( vufz = ， ),( yxuu = ， ),( yxvv =  

           则
x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

；
y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

   

    模型 II：设 ),,( zyxfu = ， ),( yxzz = ， 

            则
x
zff

x
u

zx ∂
∂′+′=

∂
∂

     
y
zff

y
u

zy ∂
∂′+′=

∂
∂

 

    模型 III：设 ),,( zyxfu = ， )(xyy =  ， )(xzz =  

             则 )()( xzfxyff
dx
du

zyx ′′+′′+′=  

口诀（38）：多元复合求偏导；锁链公式不可忘。 

思考题：设 ),,( wvufz = ， ),( vuww = ， )(tuu = ， )(tvv = ， ),( yxtt =  

        求
x
z
∂
∂

和
y
z
∂
∂

的锁链公式和图 

           三、隐函数微分法 

    设 ( ) 0,, =zyxF ，确定 ( )yxzz ,=  

    则
z

x

F
F

x
z

′
′

−=
∂
∂

；
z

y

F
F

y
z

′

′
−=

∂
∂

（要求偏导数连续且 0≠′zF ） 

   口诀（39）：多元隐函求偏导，交叉偏导加负号。 
 
    四、几何应用（数学一） 
    1．空间曲面上一点处的切平面和法线 
    2．空间曲线上一点处的切线和法平面 
 
    （乙）典型例题 
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    例 1．求

z

y
xu ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 的偏导数 

    例 2．设 ( )zyxfu ,,= 有连续的一阶偏导数，又函数 ( )xyy = 及 ( )xzz = 分别由下列两式确定 

    2=− xyexy
和 ∫

−
=

zxx dt
t

te
0

sin
，求

dx
du

 

     例 3．设 ( )xyy = ， ( )xzz = 是由 ( )yxxfz += 和 ( ) 0,, =zyxF 所确定的函数，其中 f 具有一阶连续导

数， F 具有一阶连续偏导数，求
dx
dz

 

    解：分别在两方程两边对 x 求导得 

    

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=′+′+′

′⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++=

0

1

dx
dzF

dx
dyFF

f
dx
dyxf

dx
dz

zyx

 

    化简

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′−=′++′

′+=+′−

xzy F
dx
dzF

dx
dyF

fxf
dx
dz

dx
dyfx

 

    解出
( )

zy

xy

FfxF
FfxFfxf

dx
dz

′′+′

′′−′′+
=  

    例 4．设 ( )zyxfu ,,= 有连续偏导数， ( )yxzz ,= 由方程 

    zyx zeyexe =− 所确定，求 du  

      例 5．设 ( )vuf , 具有二阶连续偏导数，且满足 12

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

v
f

u
f

， 

    ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= 22

2
1,, yxxyfyxg ，求 2

2

2

2

y
g

x
g

∂
∂

+
∂
∂

 

                  

    解： xyu = ， ( )22

2
1 yxv −=  

    
v
fx

u
fy

x
g

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

，
v
fy

u
fx

y
g

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂
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x
v
f

x
v
f

x
u
f

y
x
g

∂

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂

∂
=

∂
∂

2

2

 

    
x
v

v
f

x
u

uv
f

x
v
f

x
v

vu
f

x
u

u
f

x
u
f

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂∂
∂

=
∂

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂

∂

∂
∂

∂∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂

∂

2

222

2

2

;  

    故：
v
f

v
fx

vu
fxy

u
fy

x
g

∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

2

2
2

2

2

2
2

2

2

2 ， 

    
v
f

v
fy

vu
fxy

u
fx

y
g

∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂ 2

2

2
2

2

2
2

2

2

2  

    所以： ( ) ( ) 22
2

2
22

2

2
22

2

2

2

2

yx
v

fyx
u

fyx
y
g

x
g

+=
∂
∂

++
∂
∂

+=
∂
∂

+
∂
∂

 

    例 6．已知 0, =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

z
y

z
xF ，确定 ( )yxzz ,= 其中 ( )vuF , ， ( )yxz ,  

    均有连续偏导数，求证 z
y
zy

x
zx =

∂
∂

+
∂
∂

 

    证： ( ) ( ) 0,,,, ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= zyxG

z
y

z
xFvuF  

    
z

FG ux
1
⋅′=′ ，

z
FG vy

1
⋅′=′ ， ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−′=′ 22 z

yF
z
xFG vuz  

    根据隐函数求导公式 

    
vu

u

z

x

FyFx
Fz

G
G

x
z

′+′
′

=
′
′

−=
∂
∂

 

    
vu

v

z

y

FyFx
Fz

G
G

y
z

′+′
′

=
′

′
−=

∂
∂

 

    则得 z
y
zy

x
zx =

∂
∂

+
∂
∂

 

    例 7．设
⎩
⎨
⎧

+=
++−=

vzuy
zvux 2

，求
z
u

x
v

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,,  

    分析：从方程组直接解 u 和 v，遇到二次项，比较繁，而从 du 和 dv 的方程组中都是一次项，比较容易求出

du 和 dv，另外从 du 和 dv 的表达式中同样可以看出有关的偏导数。 
  

§6.3  多元函数的极值和最值 

    （甲）内容要点 
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    一、求 ( )yxfz ,= 的极值 

    第一步  
( )
( )⎩

⎨
⎧

=′
=′

0,
0,

yxf
yxf

y

x
求出驻点 ( )kk yx ,     ( )lk ,,2,1 "=  

    第二步  令 ( ) ( ) ( )[ ]2,,, kkxykkyykkxxk yxfyxfyxf ′′−′′′′=Δ  

            若 0<Δ k  则 ( )kk yxf , 不是极值 

            若 0=Δ k  则不能确定（有时需从极限定义出发讨论） 

            若 0>Δ k  则 ( )kk yxf , 是极值 

    
( ) ( )

( ) ( )为极大值则若

进一步

为极小值则若

kkkkxx

kkkkxx

yxfyxf

yxfyxf

,  0,               

,  0,               

<′′

>′′
 

 

    二、求多元 ( )2≥n 函数条件极值的拉格朗日乘子法 

    求 ( )nxxfu ,,1 "= 的极值 

    约束条件

( )
( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
<

=

0,,

0,,

1

11

nm

n

xx
nm

xx

"
#
"

ϕ

ϕ
 

    令 ( ) ( ) ( )ni

m

i
inmn xxxxfxxFF ,,,,,,,,, 1

1
111 """" ϕλλλ ∑

=

+==  

    ( )

( )⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==′

==′

=′

=′

0,,

0,,

0

0

1

111

1

nm

n

x

x

xxF

xxF

F

F

m

n

"
#

"

#

ϕ

ϕ

λ

λ

 

    求出 ( )k
n

k xx ,,1 " ( )lk ,,2,1 "= 是有可能的条件极值点，一般再由实际问题的含义确定其充分性，这种方法

关键是解方程组的有关技巧。 
 
    三、多元函数的最值问题（略） 
 
    （乙）典型例题 
 
    一、普通极值 

    例 1．求函数
2244 2 yxyxyxz −−−+= 的极值 
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    例 2．设 ( )yxzz ,= 是由 0182106 222 =+−−+− zyzyxyx 确定的函数，求 ( )yxzz ,= 的极值点和极值。 

    分析：隐函数求极值的方法与显函数求极值类似。第一步求出驻点（需要计算一阶偏导数），第二步作判别

式（需要计算二阶偏导数），但隐函数求一阶和二阶偏导数在计算上复杂多了。 
    解： 

    因为 0182106 222 =+−−+− zyzyxyx  

    每一项对 x 求导， z 看作 yx, 的函数，得 

    02262 =
∂
∂

−
∂
∂

−−
x
zz

x
zyyx ，            （1） 

    每一项对 y 求导， z 看作 yx, 的函数，得 

    0222206 =
∂
∂

−
∂
∂

−−+−
y
zz

y
zyzyx 。       （2） 

    令

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

,0

,0

y
z
x
z

    得
⎩
⎨
⎧

=−+−
=−

,0103
,03

zyx
yx

    故
⎩
⎨
⎧

=
=

.
,3

yz
yx

 

    将上式代入 0182106 222 =+−−+− zyzyxyx ，可得 

    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

.3
,3
,9

z
y
x

    或       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=
−=

.3
,3
,9

z
y
x

 

    把（1）的每一项再对 x 求导， z 和
x
z
∂
∂

看作 yx, 的函数，得 

    02222 2

22

2

2

=
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−
∂
∂

−
x
zz

x
z

x
zy ， 

    把（1）的每一项再对 y 求导， z 和
x
z
∂
∂

看作 yx, 的函数，得 

    022226
22

=
∂∂

∂
−

∂
∂
⋅

∂
∂

−
∂∂

∂
−

∂
∂

−−
yx
zz

x
z

y
z

yx
zy

x
zy ， 

    把（2）的每一项再对 y 求导， z 和
y
z
∂
∂

看作 yx, 的函数，得 

    02222220 2

22

2

2

=
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−
y
zz

y
z

y
zy

y
z

y
z

， 

    所以 ( ) 6
1

3,3,92

2

=
∂
∂

=
x
zA ， ( ) 2

1
3,3,9

2

−=
∂∂

∂
=

yx
zB ， ( ) 3

5
3,3,92

2

=
∂
∂

=
y
zC ， 

    故  0
36
12 >=− BAC ，又 0

6
1
>=A ，从而点 ( )3,9 是 ( )yxz , 的极小值点，极小值为 ( ) 33,9 =z 。 

    类似地，由 
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    ( ) 6
1

3,3,92

2

=
−−−∂

∂
=

x
zA ， 

    ( ) 2
1

3,3,9

2

−=
−−−∂∂

∂
=

yx
zB ， 

    ( ) 3
5

3,3,92

2

=
−−−∂

∂
=

y
zC ， 

    可知 0
36
12 >=− BAC ，又 0

6
1
<−=A ，所以点 ( )3,9 −− 是 ( )yxz , 的极大值点，极大值为 ( ) 33,9 −=−−z 。 

 
    二、条件极值问题 

    例 1．在椭球面 1
235 2

2

2

2

2

2

=++
zyx

第一卦限上 P 点处作切平面，使与三个坐标平面所围四面体的体积最小，

求 P 点坐标。 
    解： 

    设P 点坐标 ( )zyx ,, ，则椭球面在 P 点的切平面的法向量为 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

222 2
2,

3
2,

5
2 zyx

 

    切平面： ( ) ( ) ( ) 0
2
1

9
2

25
2

=−+−+− zZzyYyxXx  

            0
235

2
2
1

9
2

25
2

2

2

2

2

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−++

zyxzZyYxX  

            02
2
1

9
2

25
2

=−++ zZyYxX  

    x 轴截距 ( )0,0 == ZY     
x

X 25
=  

    y 轴截距 ( )0,0 == XZ     
y

Y 9
=  

    z轴截距 ( )0,0 == YX     
z

Z 4
= 所以四面体的体积 

    
xyzzyx

V 1504925
6
1

=⋅⋅⋅=  

    约束条件 ( )0,0,0   01
235 2

2

2

2

2

2

>>>=−++ zyxzyx
用拉格朗日乘子法，令 

    ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+++== 1

235
150,,, 2

2

2

2

2

2 zyx
xyz

zyxFF λλ  

    0
25
2150

2 =+−=′ x
yzx

Fx
λ

         （1） 

    0
9

2150
2 =+−=′ y
zxy

Fy
λ

         （2） 
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    0
4

2150
2 =+−=′ z

xyz
Fz

λ
         （3） 

    1
235 2

2

2

2

2

2

−++=′
zyxFλ           （4） 

    用 x 乘（1） y+ 乘（2） z+ 乘（3）  得 02450
=+− λ

xyz
 

    则  
xyz
4502 =λ                  （5） 

    将（5）分别代入（1），（2），（3）得 

      
3

5
=x ，  

3
3

=y ，  
3

2
=z  

    所以P 点坐标为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3

2,
3

3,
3

5
而最小体积 315=V  

    例 2．求坐标原点到曲线
⎩
⎨
⎧

=−−
=−+

12
1222

zyx
zyx

C： 的最短距离。 

    解： 

    设曲线C 上点 ( )zyx ,, 到坐标原点的距离为 d ，令
2222 zyxdW ++== ，约束条件 01222 =−−+ zyx ，

012 =−−− zyx 用拉格朗日乘子法，令 

    ( ) ( ) ( ) ( )121,,,, 222222 −−−+−−++++== zyxzyxzyxzyxFF μλμλ  

    0222 =++=′ μλxxFx       （1） 

    022 =−+=′ μλxyFy        （2） 

    022 =−−=′ μλzzFz         （3） 

    01222 =−−+=′ zyxFλ      （4） 

    012 =−−−=′ zyxFμ        （5） 

    首先，由（1），（2）可见，如果取 1−=λ ，则 0=μ ，由（3）可知 0=z ，再由（4），（5）得 0122 =−+ yx ，

012 =−− yx  

    解得
⎩
⎨
⎧

−=
=

1
0

y
x

    

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

5
3
5
4

y

x
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    这样得到两个驻点 ( )0,1,01 −P ， ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0,

5
3,

5
4

2P 其次，如果取 1=λ ，由（3）得 0=μ ，再由（1）（2）得 0=x ，

0=y 这样（4）成为 12 =− z ，是矛盾的，所以这种情形设有驻点。 

    最后，讨论 1≠λ ， 1−≠λ 情形，由（1）（2），（3）可得 

    
λ

μ
+

−=
1

x ， ( )λ
μ
+

=
12

y ， ( )λ
μ
−

=
11

z 代入（4），（5）消去μ 得 0893 2 =+− λλ 此方程无解，所以这

种情形也没有驻点。 
    综合上面讨论可知只有两个驻点，它们到坐标原点的距离都是 1，由实际问题一定有最短距离，可知最短距

离为 1。 
    另外，由于C 为双曲线，所以坐标原点到C 的最大距离不存在。 

    例 3 ．已知函数 ( )yxfz ,= 的全微分 ydyxdxdz 22 −= ，并且 ( ) 21,1 =f 。求 ( )yxf , 在椭圆域

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤+= 1
4

,
2

2 yxyxD 上的最大值和最小值。 

    解法 1  由 ydyxdxdz 22 −= 可知 

              ( ) Cyxyxfz +−== 22, ， 

    再由 ( ) 21,1 =f ，得 2=C ，故 

             ( ) 2, 22 +−== yxyxfz  

    令 02 ==
∂
∂ x
x
f

， 02 =−=
∂
∂ y
y
f

，解得驻点 ( )0,0 。 

    在椭圆 1
4

2
2 =+

yx 上， ( ) 244 22 +−−= xxz ，即 

           25 2 −= xz     ( )11 ≤≤− x ， 

    其最大值为 3
1
=

±=x
z ，最小值为 2

0
−=

=
=

x
z ， 

    再与 ( ) 20,0 =f 比较，可知 ( )yxf , 在椭圆域 D上的最大值为 3，最小值为 2− 。 

    解法 2  同解法 1，得驻点 ( )0,0 。 

    用拉格朗日乘数法求此函数在椭圆 1
4

2
2 =+

yx 上的极值。 

    设 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+++−= 1

4
2

2
222 yxyxL λ ， 
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    令      

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−+=′

=+−=′

=+=′

01
4

,0
2

2

,0 22

2
2 yxL

yyL

xxL

y

x

λ

λ
λ

 

    解得4 个可能的极值点 ( )2,0 ， ( )2,0 − ， ( )0,1 和 ( )0,1− 。 

    又 ( ) 22,0 −=f ， ( ) 22,0 −=−f ， ( ) 30,1 =f ， ( ) 30,1 =−f ，再与 ( ) 20,0 =f 比较，得 ( )yxf , 在 D上的

最大值为3，最小值为 2− 。 

第七章  多元函数积分学 

§7.1  二重积分 

    （甲）内容要点 
 
    一、在直角坐标系中化二重积分为累次积分以及交换积分顺序问题 
    口诀（40）：多重积分的计算，累次积分最关键。 
    模型 I：设有界闭区域 

 

    ( ) ( ) ( ){ }xyxbxayxD 21,|, ϕϕ ≤≤≤≤=  

     其中 ( )x1ϕ ， ( )x2ϕ 在 [ ]ba, 上连续， ( )yxf , 在 D上连续，则 

    ( ) ( ) ( )
( )

( )
∫∫∫∫∫∫ ==

x

x

b

a
DD

dyyxfdxdxdyyxfdyxf 2

1

,,,
ϕ

ϕ
σ  

    模型 II：设有界闭区域 

 

    ( ) ( ) ( ){ }yxydycyxD 21,|, ϕϕ ≤≤≤≤=  

    其中 ( )y1ϕ ， ( )y2ϕ 在 [ ]dc, 上连续， ( )yxf , 在 D上连续 
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    则 ( ) ( ) ( )
( )

( )
∫∫∫∫∫∫ ==

yd

c
DD

y

dxyxfdydxdyyxfdyxf 2

1

,,,
ϕ

ϕ
σ  

    关于二重积分的计算主要根据模型 I 或模型 II，把二重积分化为累次积分从而进行计算，对于比较复杂的区

域 D如果既不符合模型 I 中关于 D 的要求，又不符合模型 II 中关于 D的要求，那么就需要把 D分解成一些小区

域，使得每一个小区域能够符合模型 I 或模型 II 中关于区域的要求，利用二重积分性质，把大区域上二重积分等

于这些小区域上二重积分之和，而每个小区域上的二重积分则可以化为累次积分进行计算。 
    在直角坐标系中两种不同顺序的累次积分的互相转化是一种很重要的手段，具体做法是先把给定的累次积分

反过来化为二重积分，求出它的积分区域 D，然后根据 D再把二重积分化为另外一种顺序的累次积分。 
口诀（41）：交换积分的顺序，先要化为重积分。 
 
    二、在极坐标系中化二重积分为累次积分 

    在极坐标系中一般只考虑一种顺序的累次积分，也即先固定θ 对γ 进行积分，然后再对θ 进行积分，由于区

域 D的不同类型，也有几种常用的模型。 
    模型 I  设有界闭区域 

 

    ( ) ( ) ( ){ }θϕγθϕβθαθγ 21,|, ≤≤≤≤=D  

    其中 ( )θϕ1 ， ( )θϕ 2 在 [ ]βα , 上连续， ( ) ( )θγθγ sin,cos, fyxf = 在 D上连续。 

    则 

    ( ) ( ) ( )
( )

( )
∫∫∫∫∫∫ ==

θϕ

θϕ

β

α
γγθγθγθθγγθγθγσ 2

1

 sin,cos  sin,cos, dfdddfdyxf
DD

 

    模型 II  设有界闭区域 

 

    ( ) ( ){ }θϕγβθαθγ ≤≤≤≤= 0,|,D  

    其中 ( )θϕ 在 [ ]βα , 上连续， 

    ( ) ( )θγθγ sin,cos, fyxf = 在 D上连续。 

    则 

    ( ) ( ) ( )( )
∫∫∫∫∫∫ ==

θϕβ

α
γγθγθγθθγγθγθγσ

0
 sin,cos  sin,cos, dfdddfdyxf

DD

 

 
    （乙）典型例题 
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    一、二重积分的计算 

    例 1．计算 ∫∫ −

D

y dxdye
2

，其中 D 由 xy = ， 1=y 和 y 轴所围区域 

 

    例 2．计算 ∫∫
≤≤

≤

−

20
1

2

y
x

dxdyxy  

    例 3．求 ( ) σdyyxI
D
∫∫ ++= 22  

            
( ) 11

4
:

22

22

≥++
≤+
yx

yx
D  

 

    解一： ∫∫∫∫∫∫ −=
小圆大圆 DDD

  

         [ ] ∫∫∫∫ ++=++
大圆大圆 DD

dyxdyyx 02222 σσ （对称性） 

                            πθ
π

3
162

0

22

0
== ∫∫ drrd  

         
9

320 2
3

2

cos2

0

222 ==++= ∫ ∫∫∫∫∫
−

π

π

θ
θσ drrddyx

DD 小圆小圆

 

         ( ) ( )23
9

16  22 −=++∴ ∫∫ πσdyyx
D

 

    解二：由积分区域对称性和被积函数的奇偶性可知 

 
          0=∫∫

D

ydσ  

          σσ dyxdyx
DD
∫∫∫∫ +=+
上

2222 2  

    原式=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+++ ∫∫∫∫ σσ dyxdyx

DD 21

22222
上上
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        = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ ∫∫∫∫ −

2

cos2

2

2

2

0

22
0

2
θ

π
π

π

θθ drrddyrd  

        = ( )23
9

16
9

16
3
4

3
42 −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ πππ  

 
    二、交换积分的顺序 

    例 1．交换 ( )∫∫ −

ax

xax

a
dyyxfdx

2

2

2

0 2
, 的积分顺序 

 

   例 2．设 ( )yf ′ 连续，证明 

         
( )

( )( )
( ) ( )[ ]0

00
fafdy

yxxa
yfdxI

xa
−=

−−

′
= ∫∫ π  

 
    证明：交换积分次序 

          ( )∫∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

′=
a

y

a

yaxya

dxyfdyI
220

22

 

    令 tyayax sin
22
−

=
+

− ，则 tdtyadx cos
2
−

= ， 

      ( ) ( ) ( ) ( )[ ]0
cos

2

cos
2

0
2

2
0

fafdyyfdt
tya

tya

dyyfI
aa

−=′=
−

−

′= ∫∫∫ −
ππ

π

π  

 

例 3．计算 ∫
+∞ −=

0

2

dxeI x  

 
    三、二重积分在几何上的应用 
    1．求空间物体的体积（数学一） 
    例 1．求两个底半径为 R 的正交圆柱面所围立体的体积 

    例 2．求球面
2222 4Rzyx =++ 和圆柱面 Rxyx 222 =+  )0( >R 所围（包含原点那一部分）的体积 

    2．求曲面的面积（数学一） 
§7.2  三重积分（数学一） 

 
    （甲）内容要点 
 
    一、三重积分的计算方法 
    1．直角坐标系中三重积分化为累次积分 
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    （1）设Ω是空间的有界闭区域 

         ( ){ }Dyxyxzzyxzzyx ∈≤≤=Ω ),(    ),,(),(,, 21  

    其中 D是 xy平面上的有界闭区域， ),(),,( 21 yxzyxz 在 D上连续函数 ),,( zyxf 在Ω上连续，则 

         ∫∫∫∫∫∫ =
Ω

),(

),(

2

1

),,(),,(
yxz

yxz
D

dzzyxfdxdydvzyxf  

    （2）设 { })(),(,),,( zDyxzzyx ∈≤≤=Ω βα      

    其中 )(zD 为竖坐标为 z 的平面上的有界闭区域，则 

         ∫∫∫∫∫∫ =
Ω )(

),,(),,(
zD

dxdyzyxfdzdvzyxf
β

α
 

 
    2．柱坐标系中三重积分的计算 

        ∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

= dzrdrdzrrfdxdydzzyxf θθθ ),sin,cos(),,(  

    相当于把 ),( yx 化为极坐标 ),( θr 而 z 保持不变 

    3．球坐标系中三重积分的计算 

         
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

θρ
ϕθρ
ϕθρ

cos
sinsin
cossin

z
y
x

    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

≤≤
≤≤

≥

πϕ
πθ

ρ

20
0 

0    
 

 

∫∫∫∫∫∫
Ω

= ϕθρθρθρϕθρϕθρ dddfdxdydzzyxf
D

sin)cos,sinsin,cossin(),,( 2  

 
    （乙）典型例题 
 
    一、有关三重积分的计算 

    例 1．计算 ∫∫∫
Ω

dxdydzzxy 32
，其中Ω由曲面 xyz = ， xy = ， 1=x ， 0=z 所围的区域 
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     例 2．计算 ∫∫∫
Ω

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ dxdydz

c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2

，其中Ω由曲面 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

所围的区域 

    例 3．计算 ∫∫∫
Ω

++ dxdydzzyx 222
，其中Ω由曲面 zzyx =++ 222

所围的区域 

     例 4．计算 ( )dxdydzyx∫∫∫
Ω

+ 22
，其中Ω由曲面 zyx 222 =+ ， 2=z 所围的区域 

     二、在物理上的应用 

    例 1．求椭圆锥面 2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
x

=+ 和平面 cz = 围成物体的重心（设密度均匀恒为 1） 

 

    解：设重心坐标 ( )zyx ,, 物体所占空间区域为Ω  

        由对称性可知 0=x ， 0=y  

        
∫∫∫

∫∫∫

Ω

Ω=
dxdydz

zdxdydz
z  

    由锥体体积公式可知
3
abcdxdydz π

=∫∫∫
Ω

 

    令 θcosarx = ， θsinbry = ， ctz =  

    而  ∫∫∫∫∫∫ =
Ω

11

0

2

0

2

r
tdtrdrdabczdxdydz

π
θ  

                   
42

)1(2
21

0

2
2 abcdrrrabc ππ =

−
= ∫  

    因此，重心坐标 0=x ， 0=y ，
4
3cz =  

    例 2．设有一半径为 R 的球体， 0P 是球表面上的一个定点，球体上任一点的密度与该点到 0P 的距离平方成

正比（比例系数 0>k ），求球体重心的位置 
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    解一：设球面方程为
2222 Rzyx =++ ， 0P 为 ( )0,0,R ，球体Ω的重心坐标为 ( )zyx ,, 由对称性可知 0=y ，

0=z   

         

( )[ ]
( )[ ]∫∫∫

∫∫∫

Ω

Ω

++−

++−⋅
=

dvzyRxk

dvzyRxkx
x

222

222

 

    由区域的对称性和函数的奇偶性，则有 

         02 =− ∫∫∫
Ω

xdvR  

         [ ] 02222 =+++∫∫∫
Ω

dvzyRxx  

    于是 ( )[ ] ( ) ∫∫∫∫∫∫∫∫∫
ΩΩΩ

+++=++− dvRdvzyxdvzyRx 2222222  

        5
3

2

0

4

0

2

0
 

15
32

3
 4 sin RRRddd

R
ππρθρθϕ

ππ
=⋅+= ∫∫∫  

        ( )[ ] ∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

−=++− dvxRdvzyRxx 2222 2  

        ( ) 6222  
15
8

3
2 RdvzyxR π−=++−= ∫∫∫

Ω

 

    因此
4
Rx −= ，重心坐标为 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 0,0,

4
R

 

 

    解二：设球面坐标 ( ) 2222 RRzyx =−++ ， ( )0,0,00P ，重心坐标 ( )zyx ,,  

    由对称性可知 0=x ， 0=y  
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[ ]
[ ]∫∫∫

∫∫∫

Ω

Ω

++

++⋅
=

dvzyxk

dvzyxkz
z

222

222

 

          [ ] ∫∫∫∫∫∫ =++
Ω

θ
ππ

ρθθρθϕ
cos2

0

52
0

2
0

222  sincos4
R

ddddvzyxz  

           62
0

76  
3
8 sincos 

3
64 RdR πθθθπ

π

== ∫  

           ( ) 52
0

cos2

0

42
0

222  
15
32 sin4 Rddddvzyx

R
πρθρθϕ

π
θ

π

==++ ∫ ∫∫∫∫∫
Ω

 

    于是 Rz
4
5

= ，重心坐标 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ R

4
5,0,0  

§7.3  曲线积分（数学一） 

   （甲）内容要点 
    一、第一类 曲线积分（对弧长的曲线积分） 
    参数计算公式 
    我们只讨论空间情形（平面情形类似） 

    设空间曲线 L 的参数方程 ( )txx = ， ( )tyy = ， ( )tzz = ， ( )βα ≤≤ t  

    则 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] dttztytxtztytxfdszyxf
L

222,,,, ′+′+′= ∫∫
β

α
 

    （假设 ( )zyxf ,, 和 ( )tx′ ， ( )ty′ ， ( )tz′ 皆连续）这样把曲线积分化为定积分来进行计算 

 
    二、第二类 曲线积分（对坐标的曲线积分） 
    参数计算公式 
    我们只讨论空间情形（平面情形类似） 

    设空间有向曲线 L 的参数方程 ( )txx = ， ( )tyy = ， ( )tzz = ，起点 A对应参数为α，始点 B 对应参数为 β

（注意：现在α和 β 的大小不一定 βα < ）如果 ( )zyxP ,, ， ( )zyxQ ,, ， ( )zyxR ,, 皆连续，又 ( )tx′ ， ( )ty′ ， ( )tz′

也都连续，则 

    ( ) ( ) ( )∫ ∩=
++

ABL
dzzyxRdyzyxQdxzyxP ,,,,,,  

    ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ){ }∫ ′+′+′=
β

α
dttztztytxRtytztytxQtxtztytxP ,,,,,,  

    这样把曲线积分化为定积分来计算。值得注意：如果曲线积分的定向相反，则第二类曲线积分的值差一个负

号，而第一类曲线积分的值与定向无关，故曲线不考虑定向。 
 
    三、两类曲线积分之间的关系 

    空间情形：设 ABL ∩= 为空间一条逐段光滑有定向的曲线， ( )zyxP ,, ， ( )zyxQ ,, ， ( )zyxR ,, 在 L上连续，
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则 
    ( ) ( ) ( )∫∩ ++

AB
dzzyxRdyzyxQdxzyxP ,,,,,,  

     ( ) ( ) ( )[ ]dszyxRzyxQzyxP
AB
∫∩ ++= γβα cos,,cos,,cos,,  

    其中 αcos ， βcos ， γcos 为曲线孤上 AB 上点 ( )zyx ,, 处沿定向 A到 B 方向的切线的方向余弦。 

 
    四、格林公式 
    关于平面区域上的二重积分和它的边界曲线上的曲线之间的关系有一个十分重要的定理，它的结论就是格林

公式。 
    定理 1．（单连通区域情形） 

    设 xy平面上有界闭区域 D由一条逐段光滑闭曲线 L 所围的单连通区域，当沿 L 正定向移动时区域 D 在 L 的

左边，函数 ( )yxP , ， ( )yxQ , 在 D上有连续的一阶偏导数，则有 

    ∫∫∫ +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

L
D

QdyPdxdxdy
y
P

x
Q

 

 
 

    五、平面上曲线积分与路径无关的几个等价条件 

    设 ( )yxP , ， ( )yxQ , 在单连通区域 D内有一阶连续偏导数，则下面几个条件彼此等价 

    1．任意曲线 ABL = 在 D内 ( ) ( )dxyxQdxyxP
L

,, +∫ 与路径无关 

    2． D内任意逐段光滑闭曲线C ，都有 ( ) ( )∫ =+
C

dyyxQdxyxp 0,,  

    3． ( ) ( ) ( )yxdudyyxQdxyxP ,,, =+ 成立 

    4． D内处处有
y
P

x
Q

∂
∂

=
∂
∂

 

   
    （乙）典型例题 
 
    一、用参数公式直接计算 
    例．计算曲线积分 

    ∫ −+−+−=
L

dzyxdyzxdxxzI ,)()()(  

    其中 L是曲线
⎩
⎨
⎧

=+−
=+

2
122

zyx
yx

，从Z 轴正向往负向看 L的方向是顺时针方向。 

    解：曲线 L 是圆柱面 122 =+ yx 和平面 2=+− zyx 的交线，是一个椭圆周，它的参数方程（不是唯一的
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选法）最简单可取 θcos=x ， θsin=y ， θθ sincos22 +−=+−= yxz ，根据题意规定 L 的定向，则θ 从 π2

变到0 ，于是 

( )( ) ( ) ( )( )[ ]∫ +−+−+−+−−=
0

2
cossinsincoscossincos22sincos2

π
θθθθθθθθθθ dI   

( )[ ]∫ −−+−=
0

2
12cos2cossin2

π
θθθθ d  

  π2−=  
 
    二、用格林公式等性质来计算曲线积分 

    例 1．求 ( )[ ] [ ]∫ −++−=
L

xx dyaxyedxyxbyeI cossin ，其中 a ，b 为正的常数，L 为从点 ( )0,2a 沿曲线

22 xaxy −= 到点 ( )0,0 的弧 

 

    解一：用格林公式，但 L不是封闭曲线，故补上一段 1L ，它为从 ( )0,0 沿 0=y 到 ( )0,2a 的有向直线。这样

1LL∪ 构成封闭曲线，为逆时针方向 

    于是  21
11

IIQdyPdxQdyPdxI
LLL

−=+−+= ∫∫ ∪ ， 

    令 ( )[ ] Pyxbyex =+−sin  

    [ ] Qaxyex =−cos ，根据格林公式 

    dxdy
y
P

x
QQdyPdxI

D
LL ∫∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=+=
∪ 1

1  

      ( ) ( )abadxdyab
D

−=−= ∫∫ 2

2
π

 

    这里 D为由 L和 1L 围成的上半圆区域。 

    另外，在 1L 上， 0=y ， 0=dy ，故 

    ( ) badxbxQdyPdxI
a

L

22

02 2
1

−=−=+= ∫∫  

    于是
32

21 2
2

2
abaIII ππ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−=  

    解二：我们把所给曲线积分拆成两项 
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    ( ) 43cossin IIaxdydxyxbydyeydxeI
LL

xx −=++−+= ∫∫  

    在 3I 中，由于 [ ] [ ]ye
y

ye
x

xx sincos
∂
∂

=
∂
∂

，故积分与路径无关 

    又看出 [ ] [ ] [ ]dyyedxyeyed xxx cossinsin +=  

    因此  
( )
( ) 0

0,2
0,0

sin3 ==
a

yeI x  

    而在 4I 中，取 L的参数方程 taax cos+= ， tay sin= ， t 从 0 到π  

    于是  ( )dttatatbattbatbaI ∫ ++−−−=
π

0

2332222
4 coscossincossinsin  

             baa 23 2
22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=
ππ

 

    因此，
32

43 2
2

2
abaIII ππ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−=  

    例 2．计算曲线积分 ∫ +
−

L yx
ydxxdy

224
，其中 L是以 ( )0,1 为圆心， ( )1>R 为半径的圆周，取逆时针方向。 

 

    解：令 224 yx
yP
+

−
= ， 224 yx

xQ
+

=  

    当 ( ) ( )0,0, ≠yx 时，
y
P

x
Q

∂
∂

=
∂
∂

成立 

    因此，不能在 L 的内部区域用格林公式 
    设法用曲线C 在 L 的内部又包含原点在C 的内部，这样在C 与 L 围成的二连通区域内可以用格林公式 

    今取曲线C ：

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

θδ

θδ

sin

cos
2

y

x
     ( )1−< Rδ  

    θ 从 π2 到 0 为顺时针方向 
    令C 与 L 围成区域为 D （二连通区域） 
    根据格林公式 
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    ∫∫∫∫ +++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
CL

D

QdyPdxQdyPdxdxdy
y
P

x
Q0  

                         （逆时针）    （顺时针） 

    于是 ∫∫∫ −
+=+−=+=

CCL
QdyPdxQdyPdxQdyPdxI  

                         （顺时针）    （逆时针） 
    用C 的参数公式代入后，得  

    πθ
δ

δ
π

== ∫ dI
2

0 2

2

2
1

 

    ［注：这里取C 为上述椭圆周，最后计算最简单，如果取C 为 θδ cos=x ， θδ sin=y 的圆周，那么最后

的积分就比较复杂 [ ] θθθδ
δπ

dI ∫ +
=

2

0 222

2

sincos4
］ 

    例 3．设函数 ( )yϕ 具有连续导数，在围绕原点的任意分段光滑简单闭曲线 L上，曲线积分 ∫ +
+

L yx
xydydxy
422

2)(ϕ

的值恒为同一常数。 
    （I）证明：对右半平面 0>x 内的任意分段光滑简单闭曲线C ，有 

        
( ) 0

2
2

42 =
+
+

∫C yx
xydydxyϕ

； 

    （II）求函数 ( )yϕ 的表达式。 

    （I）证如图， 

 
    设C 是半平面 0>x 内的任一分段光滑简单闭曲线，在C 上任意取定两点 M ， N ，作围绕原点的闭曲线

，同时得到另一围绕原点的闭曲线 。 

    根据题设可知 

     

0
2

2)(
2

2)(
4242 =

+
+

−
+
+

= ∫ ∫
MQNRM MQNPM yx

xydydxy
yx
xydydxy ϕϕ

 

    根据第二类曲线积分得性质，利用上式可得 
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    0=  

    （II）解：设
( )

422 yx
yP
+

=
ϕ

， 422
2

yx
xyQ
+

= ， QP, 在单连通区域 0>x 内具有一阶连续偏导数。 

    由（I）知，曲线积分
( )

∫ +
+

L yx
xydydx
422

2γϕ
在该区域与路径无关，故当 0>x 时，总有

y
P

x
Q

∂
∂

=
∂
∂

。 

    
( )

( ) ( )242

52

242

42

2
24

2
2422

yx
yyx

yx
xyxyxy

x
Q

+

+−
=

+

⋅−+
=

∂
∂

，                    ① 

    
( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )242

342

242

342

2
42

2
42

yx
yyyyyx

yx
yyyxy

y
P

+

−′+′
=

+

−+′
=

∂
∂ ϕϕϕϕϕ

，      ②  

    比较①、②两式的右端，得 

    
( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

=−′

−=′
534 24

,2
yyyyy

yy
ϕϕ

ϕ
 

    由③得  ( ) cyy +−= 2ϕ ，将 ( )yϕ 代入④得  535 242 ycyy =− ， 

    所以 0=c ，从而 ( ) 2yy −=ϕ  

 
    三、应用 

    例．在变力 kxyjzxiyzF
GGGG

++= 的作用下一质点由原点沿直线到椭球面 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

上第一卦限的点

( )ζηξ ,,M 问 ζηξ ,, 取何值时， F
G
作功W 最大，并求 maxW 。 

    解：设线段OM 的参数方程 tx  ξ= ， ty η= ， tz  ζ= ， ( )10 ≤≤ t ，则 F
G
在OM 上作功 

    ( ) ∫∫ ++=++⋅=
OMOM

xydzzxdyyzdxkdzjdyidxFW
GGGG

 

       ξηζξηζ == ∫ dtt 21

0
 3  

    用拉格朗日乘子法求条件极值。构造函数 

    ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−+= 2

2

2

2

2

2

1,,,
cba

G ζηξλξηζλζηξ  

③ 
④ 
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    02
2 =−=′ ξληζξ a

G         （1） 

    02
2 =−=′ ηλξζη b

G         （2） 

    02
2 =−=′ ζλξηζ c

G         （3） 

    01 2

2

2

2

2

2

=−−−=′
cba

G ζηξ
λ   （4） 

    ( ) ( ) ( )321 ×+×+× ζηξ 得 ( ) 0123 =−+ λξηζ     （5） 

    由（1）得 ξληζ 2

2
a

= 代入（5）得
3

2
2 a
=ξ ，则 a

3
3

=ξ ， 

    同理得 b
3
3

=η ， c
3
3

=ζ ， 

    abcabcW
9
3

3
3

3

max =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

    故原点到 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
cba

3
3,

3
3,

3
3

作功最大，最大功为 abc
9
3

 

 

§7.4  曲面积分  （数学一） 

 
    （甲）内容要点 
 
    一、第一类曲面积分（对面积的曲面积分） 
    基本计算公式 

    设曲面 S 的方程 ( )yxzz ,= ， ( ) Dyx ∈,  

    ( )yxz , 在 D上有连续偏导数， ( )zyxf ,, 在 S 上连续，则 

    ( ) ( )[ ] dxdy
y
z

x
zyxzyxfdszyxf

DS

22

1,,,,, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+= ∫∫∫∫  

    这样把第一类曲面积分化为二重积分进行计算 
 
    二、第二类曲面积分（对坐标的曲面积分） 
    基本计算公式 

    ∫∫ ++
S

dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(  

    如果曲面 S 的方程 ( )yxzz ,= ， ( ) xyDyx ∈,  

    ( )yxZ , 在 xyD 上连续， ( )zyxR ,, 在 S 上连续，则 
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    ( ) ( )[ ]∫∫ ∫∫±=
S D

dxdyyxzyxRdxdyzyxR
xy

,,,,,  

    若曲面 S 指定一侧的法向量与Z 轴正向成锐角取正号，成钝角取负号，这样把这部分曲面积分化为 xy平面

上的二重积分，其它两部分类似地处理。 
 
    三、两类曲面积分之间的关系 

    [ ]∫∫ ∫∫ ++=++
S S

dSyRQPRdxdyQdzdxPdydz coscoscos βα  

    其中 γβα cos,cos,cos  为曲面 S 在点 ( )zyx ,, 处根据定向指定一侧的法向量的三个方向余弦 

    令 { }RQPF ,,=
G

， { }γβα cos,cos,cos0 =n  

    ∫∫ ∫∫ •=++
S S

dsnFRdxdyQdzdxPdydz 0
GG

     

 
    四、高斯公式 

    定理  设Ω是由分块光滑曲面 S 围成的单连通有界闭区域， ( ) ( ) ( )zyxRzyxQzyxP ,,,,,,,, 在Ω上有连续的

一阶偏导数，则 

    ∫∫∫∫∫ ++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

Ω
)(

    
外侧

S

RdxdyQdzdxPdydzdv
z
R

y
Q

x
P

 

                         [ ]∫∫ ++=
S

dSRQP γβα coscoscos  

    其中 γβα cos,cos,cos 为 S 在点 ( )zyx ,, 处的法向量的方向余弦 

 
    五、斯托克斯公式 
    定理：设 L 是逐段光滑有向闭曲线， S 是以 L 为边界的分块光滑有向曲面， L 的正向与 S 的侧（取法向量

的指向）符合右手法则，函数 ( ) ( ) ( )zyxRzyxQzyxP ,,,,,,,, 在包含 S 的一个空间区域内有连续的一阶偏导数，

则有 

    ∫ ++
L

RdzQdyPdx ∫∫ ∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
S

RQP
zyx

dxdydzdxdydz

   
 

    dxdy
y
P

x
Qdzdx

x
R

z
Pdydz

z
Q

y
R

S
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

= ∫∫  

    也可用第一类曲面积分 

∫∫∫ ∂
∂

∂
∂

∂
∂

=++
S

L
dS

RQP
zyx

RdzQdyPdx

γβα coscoscos

 

 
    六、梯度、散度和旋度 
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    1．梯度  设 ( )zyxuu ,,= ，则 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
z
u

y
u

x
ugradu ,,  

    称为u 的梯度，令 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇
zyx

,, 是算子 

    则 ugradu ∇=  

    2．散度  设 ( ) ( ) ( )( )zyxRzyxQzyxPF ,,,,,,,,=
G

 

    则 

    F
z
R

y
Q

x
PdivF ⋅∇=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

    称为 F
G
的散度 

    高斯公式可写成 ∫∫∫∫∫ ⋅=
Ω S

dSnFdivFdv 0  

                             （外侧） 

    其中 ( )γβα cos,cos,cos0 =n 为外侧单位法向量 

    3、旋度 

    设 ( ) ( ) ( )( )zyxRzyxQzyxPF ,,,,,,,,=
G

 

    

RQP
zyx

kji

FFrot
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=×∇=

GGG

GG
 

    k
y
P

x
Qj

x
R

z
Pi

z
Q

y
R GGG

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=  

    称为 F
G
的旋度。 

    斯托克斯公式可写成 ( )∫∫∫ ⋅=⋅
S

L
dSnrotFrdF 0

G
 

    其中 ( )dzdydxrd ,,=
G

， ( )γβα cos,cos,cos0 =n  

 
    （乙）典型例题 
 
    一、用基本公式直接计算曲面积分 

    例 1．设 S 为椭球面 1
22

2
22

=++ zyx
的上半部分，点 ( ) SzyxP ∈,, ，π 为 S 在点 P 处的切平面， ( )zyx ,,ρ

为原点到π 的距离，求 ( )∫∫
S

ds
zyx

z
,,ρ

 

    解： 



 
114

    先求出 ( )zyx ,,ρ ，设 ( )ZYX ,, 为π 上任一点，则π 的方程为 

    ( ) ( ) ( ) 02 =−+−+− zZzyYyxXx  

    即 01
22

=−++ zZYyXx
 

    ( )
22

2
22

4
2
1

1

22

1000
,,

yxzyx
zyx

−−
=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−++
=ρ  

    由 S 的方程 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

22
1

22 yxz ，于是 

    σσ d
yx

yx
d

y
z

x
zds

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+=

22
12

4
1

22

2222

 

    这样 ( ) ( )∫∫ ∫∫ −−=
S D

dyxdS
zyx

z σ
ρ

224
4
1

,,
 

    区域 ( )222 2: ≤+ yxD  

    所以 

    原式 ( )∫ ∫ =−=
π

πθ
2

0

2

0

2

2
34

4
1 rdrrd  

 
    二、用高斯公式计算曲面积分 

    例 1．计算
( )

∫∫
++

++
=

S zyx
dxdyazaxdydzI
222

2

（ 0>a 常数） 

         其中
222: yxazS −−−= 上侧（ 0>a ） 

 

    解： 

    令曲面
⎩
⎨
⎧

=
≤+

0
:

222

1 z
ayx

S 下侧 

    于是 SS ∪1 为闭下半球面的内侧 
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    设其内部区域为Ω，令 D为 xy平面上圆域
222 ayx ≤+  

    则 ( )[ ]
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=++= ∫∫ ∫∫∫∫

1 1

11 2

SUS SS a
dxdyazaxdydz

a
I  

        ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−= ∫∫∫∫∫∫ ∫∫

ΩΩ

442 221231 azdva
a

dxdyadvza
a D

ππ  

        32

0 0

04

2
1

22
azdzrdrda

a
a

ra

πθπ
π

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−= ∫ ∫ ∫ −−

 

    例 2．计算
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]∫∫
−+−+−

−+−+−
=

S zyx

dxdyzdzdxydydzxI
2

3222 111

111
其中 S 是不通过点 ( )1,1,1 的球面

2222 Rzyx =++

的外侧 
    解： 

    设 ∫∫ ++=
S

RdxdyQdzdxPdydzI 通过计算可知 0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P

 

    （1）当 S 的内部不包含点 ( )1,1,1 时，根据高斯公式可知 0=I  

    （2）当 S 的内部包含点 ( )1,1,1 时，作曲面 

     ( ) ( ) ( ) 2222
1 111: azyxS =−+−+−  内侧 

    选a 充分大，使 S 在 1S 的内部，于是 S 和 1S 是二连通区域Ω的边界曲面，现在 

    ∫∫∫
Ω

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ 0dv

z
R

y
Q

x
P

 

    根据高斯公式（二连通区域） 

    

( ) ( )

∫∫∫∫ =+

内侧外侧
1

0
SS

 

    于是

( )( )( )

∫∫ ∫∫ ∫∫
−

=−==

外侧 内侧 外侧
S S S

I
1 1

 

    在 −
1S （外侧）上 ( ) ( ) ( ) 2222 111 azyx =−+−+− ，故积分可以化简 

    
( ) ( ) ( )

( )

∫∫
−

−+−+−
=

外侧
1

3

111

S a
dxdyzdzdxydydzxI  

    令Ω是以
−

1S （外侧）为边界的空间区域 ( ) ( ) ( ) 2222 111 azyx ≤−+−+− 再用高斯公式 

    ππ 4
3
4331 3

33
1

=⋅== ∫∫∫
Ω

a
a

dv
a

I  

    例 3．设对 0>x 内任意光滑有向闭曲面 S 都有 

    ( ) ( )∫∫ =−−
S

x zdxdyedzdxxxyfdydzxxf 02  
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    其中 ( )xf 在 ( )+∞,0 内有一阶连续导数，且 ( ) 1lim
0

=
+→

xf
x

，求 ( )xf  

    解： 
    设Ω为由曲面 S 包围的空间区域，由题设和高斯公式得 

    ( ) ( ) ( )[ ] 02 =−−+′± ∫∫∫
Ω

dvexxfxfxfx x  

    由于 S 的任意性，可知 0>x 时 ( ) ( ) ( ) 02 =−−+′ xexxfxfxfx  

    即微分方程： ( ) ( ) xe
x

xf
x

xf 2111
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+′ ( )0>x  

    得出通解  ( ) ( )ce
x

exf x
x

+=  

    由 1lim
2

0
=

+
+→ x

cee xx

x
 则 ( ) 0lim 2

0
=+

+→

xx

x
cee  

    得 01 =+c ， 1−=c  

    则 ( ) ( )1−= x
x

e
x
exf  

 
    三、用斯托克斯公式 

    例 1．设 kzjxiyF
GGGG

232 −+= ，曲面 S 为 9222 =++ zyx 的上半部，求 ∫∫ ⋅=
S

dsnFrotI 0

G
 

    解：根据斯托克斯公式 ∫∫ −+=⋅=
LL

dzzxdyydxrdFI 232GG
，其中 L 为 S 的边界曲线 

    
⎩
⎨
⎧

=
=+

0
922

z
yx

（逆时针方向） 

    取 L 的参数方程 θcos3=x ， θsin3=y ， 0=z ，θ 由0 到 π2  

    则 ( ) ( )∫ ∫ =+−=−+−=
π π

πππθθθθ
2

0

2

0

22 92718cos93sin92 ddI  

    例 2．计算 ( ) ( ) ( )∫ −+−+−=
L

dzyxdyxzdxzyI 222222 32 ，其中 L 是平面 2=++ zyx 与柱面 1=+ yx

的交线，从 z 轴正线看去， L 为逆时针方向。 

    解：记 S 为平面 2=++ zyx 上 L 所围成部分的上侧，D为 S 在 xy坐标平面上的投影，由斯托克斯公式得 

    ( ) ( ) ( )∫∫ −−+−−+−−=
S

dxdyyxdzdxxzdydzzyI 226242  

     ( )dszyx
S
∫∫ ++−= 324

3
2

 

     ( )dxdyyx
D
∫∫ +−−= 62  

     2412 −=−= ∫∫
D

dxdy  

    ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ =′+′+= dxdydxdyzzds yx 31 22  
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    四、曲面积分的应用 

    例．设有一高度为 ( )th （ t 为时间）的雪堆在融化过程中，其侧面满足方程 ( ) ( )
( )th

yxthz
222 +

−= （设长度

单位为厘米，时间单位为小时），已知体积减少的速率与侧面积成正比（比例系数 9.0 ），问高度为 130（厘米）

的雪堆全部融化需多少时间？ 
    解：记V 为雪堆体积， S 为雪堆的侧面积，则 

    
( )

( ) ( )[ ]
∫∫∫

−≤+

=
zththyx

th
dxdydzV

222

2
1

0
 

      ( ) ( )[ ]( )
∫ −=

th
dzzthth

0

2

2
1π  

      ( )th3

4
π

= ， 

    ( ) ( )
( )

∫∫
≤+

′+′+=

2

22

2
22

1
thyx

yx dxdyzzS  

      
( )

( )( )
∫∫
≤+

+
+=

2

2

22

2
22

161
thyx

dxdy
th

yx
 

      ( ) ( )[ ]
( )

rdrrth
th

th 2
1

2
0

22 162
∫ +=

π
 

      
( )

12
13 2 thπ

=  

    由题意知 S
dt
dV 9.0−= ，所以

( )
10
13

−=
dt

tdh
，因此 ( ) Ctth +−=

10
13

。 

    由 ( ) 1300 =h ，得 ( ) 130
10
13

+−= tth 。令 ( ) 0=th ，得 100=t （小时）。 

    因此高度为 130 厘米的雪堆全部融化所需时间为 100 小时。 
 
    五、梯度、散度和旋度 

    例 1．设 kzjyixr
GGGG

++= ， rr G
= ，求 ( )rf 使 ( )[ ] 0=rgradfdiv  

    解： ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++′= k

r
zj

r
yi

r
xrfrgradf

GGG
， 

       ( )[ ] ( ) ( ) 02
=′+′′=

r
rfrfrgradfdiv ， 
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       求出微分方程的通解 ( )
r

CCrf 2
1 += ，其中 1C ， 2C 为任意常数 

    例 2．设
222ln zyxu ++= ，计算 

    （1） gradu         （2） ( )gradudiv           （3） ( )gradurot  

    解：（1） ( )222ln
2
1 zyxu ++= ， 

    则 ( )zyx
zyxz

u
y
u

x
ugradu ,,1,, 222 ++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ； 

    
( )2222

2

2222

2 21
zyx

x
zyxx

u
++

−
++

=
∂
∂

， 

    
( )2222

2

2222

2 21
zyx

y
zyxy

u
++

−
++

=
∂
∂

 

    （2）
( )2222

2

2222

2 21
zyx

z
zyxz

u
++

−
++

=
∂
∂

 

    ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=
z
u

zy
u

yx
u

x
gradudiv 2

2

2

2

2

2

z
u

y
u

x
u

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

    于是      
( )
( ) 2222222

222

222

123
zyxzyx

zyx
zyx ++

=
++

++
−

++
= 。 

    （3） ( )

z
u

y
u

x
u

zyx

kji

gradurot

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

GGG

 

第八章  无穷级数（数学一和数学三） 

 
    引言：所谓无穷级数就是无穷多项相加，它与有限项相加有本质不同，历史上曾经对一个无穷级数问题引起

争论。例如： 

    ( ) "" +−++−+− +111111 n  

    历史上曾有三种不同看法，得出三种不同的“和” 

    第一种  ( ) ( ) ( ) 0111111 =+−++−+− ""  

    第二种  ( ) ( ) ( ) 11111111 =−−−−−−− ""  

    第三种  设 ( ) Sn =+−++−+− + "" 111111  
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            则 [ ] S=+−+−− "11111  

         SS =−1 ，  12 =S ，  
2
1

=S  

    这种争论说明对无穷多项相加，缺乏一种正确的认识。 
    1）什么是无穷多项相加？如何考虑？ 
    2）无穷多项相加，是否一定有“和”？ 
    3）无穷多项相加，什么情形有结合律，什么情形有交换律等性质。因此对无穷级数的基本概念和性质需要

作详细的讨论。 

§8.1  常数项级数 

 
    （甲）内容要点 
 
    一、基本概念与性质 
    1．基本概念 

    无穷多个数 "" ,,,,, 321 nuuuu 依次相加所得到的表达式 

    "" +++++=∑
∞

=
n

n
n uuuuu 321

1
称为数项级数（简称级数）。 

    n

n

k
kn uuuuuS ++++== ∑

=

"32
1

1     ( )",3,2,1=n 称为级数的前 n 项的部分和，{ }( )",3,2,1=nSn 称

为部分和数列。 

    若 nn
S

∞→
lim （存在） S= ，则称级数∑

∞

=1n
nu 是收敛的，且其和为 S ，记作 Su

n
n =∑

∞

=1
 

    若 nn
S

∞→
lim 不存在，则称级数∑

∞

=1n
nu 是发散的，发散级数没有和的概念。（注：在某些特殊含义下可以考虑发

散级数的和，但在基础课和考研的考试大纲中不作这种要求。） 
口诀（46）：无穷级数不神秘，部分和后求极限。 
    2．基本性质 
    （1）如果 

    ∑
∞

=1n
nu 和∑

∞

=1n
nv 皆收敛， ba, 为常数，则 ( )∑

∞

=

+
1n

nn bvau 收敛，且等于 ∑∑
∞

=

∞

=

+
11 n

n
n

n vbua  

    （2）在级数中增加或减少或变更有限项则级数的收敛性不变。 
    （3）收敛级数具有结合律，也即对级数的项任意加括号所得到的新级数仍收敛，而且其和不变。发散级数

不具有结合律，引言中的级数可见是发散的，所以不同加括号后得到级数的情形就不同。 

    （4）级数∑
∞

=1n
nu 收敛的必要条件是 0lim =

∞→ nn
u  

    （注：引言中提到的级数 ( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
，具有 ( ) 11lim +

∞→
− n

n
不存在，因此收敛级数的必要条件不满足， ( )∑

∞

=

+−
1

11
n

n
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发散。调和级数∑
∞

=1

1
n n

满足 01lim =
∞→ nn

，但∑
∞

=1

1
n n

却是发散的，所以满足收敛级数的必要条件 0lim =
∞→ nn
u ，而∑

∞

=1n
nu

收敛性尚不能确定。） 
    3．两类重要的级数 
    （1）等比级数（几何级数） 

    ( )0    
0

≠∑
∞

=

aar
n

n  

    当 1<r 时，
r

aar
n

n

−
=∑

∞

= 10
收敛 

    当 1≥r 时，∑
∞

=0n

nar 发散 

    （2） p 一级数 

    ∑
∞

=1

1
n

pn
 

     当 1>p 时，∑
∞

=1

1
n

pn
收敛，当 1≤p 时，∑

∞

=1

1
n

pn
发散 

    （注： 1>p 时，∑
∞

=1

1
n

pn
的和一般不作要求，但后面用特殊的方法可知

6
1 2

1
2

π
=∑

∞

=n n
） 

 
    二、正项级数敛散性的判别法 

    若 ( )",3,2,10 =≥ nun 则∑
∞

=1n
nu 称为正项级数，这时 ( )",3,2,11 =≥+ nSS nn 所以{ }nS 是单调增加数列，它

是否收敛就只取决于 nS 是否有上界，因此∑
∞

=1n
nu 收敛 nS⇔ 有上界，这是正项级数比较判别法的基础，从而也

是正项级数其它判别法的基础。 
    1．比较判别法 

    设 0>c ，当 Nn ≥ 时， 0>≥ nn ucv 皆成立，如果∑
∞

=1n
nv 收敛，则∑

∞

=1n
nu 收敛；如果∑

∞

=1n
nu 发散，则∑

∞

=1n
nv

发散。 
    2．比较判别法的极限形式 

    设 0≥nu ， 0≥nv ， ( )",3,2,1=n   若 A
v
u

n

n

n
=

∞→
lim  

    1）当 +∞<< A0 时，∑
∞

=1n
nu 与∑

∞

=1n
nv 同时收敛或同时发散。 

    2）当 0=A 时，若∑
∞

=1n
nv 收敛，则∑

∞

=1n
nu 收敛。 
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    3）当 +∞=A 时，若∑
∞

=1n
nu 收敛，则∑

∞

=1n
nv 收敛。 

    3．比值判别法（达朗倍尔） 

    设 0>nu ，而 ρ=+

∞→
n

n

n u
u 1lim  

    1）当 1<ρ 时，则∑
∞

=1n
nu 收敛 

    2）当 1>ρ 时（包括 +∞=ρ ），则∑
∞

=1n
nu 发散 

    3）当 1=ρ 时，此判别法无效（注：如果
n

n

n u
u 1lim +

∞→
不存在时，此判别法也无法用） 

    4．根值判别法（柯西） 

    设 0≥nu ，而 ρ=
∞→

n
nn

ulim  

    1）当 1<ρ 时，则∑
∞

=1n
nu 收敛 

    2）当 1>ρ 时（包括 +∞=ρ ），则∑
∞

=1n
nu 发散 

    3）当 1=ρ 时，此判别法无效 

    事实上，比值判别法和根值判别法都是与等比级数比较得出相应的结论，应用时，根据所给级数的形状有不

同的选择，但它们在 1=ρ 情形下都无能为力。数学上有更精细一些的判别法，但较复杂，对考研来说不作要求。 

 
    三、交错级数及其莱布尼兹判别法 
    1．交错级数概念 

    若 0>nu ， ( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
n u 称为交错级数。 

    2．莱布尼兹判别法 

    设交错级数 ( )∑
∞

=

+−
1

11
n

n
n u 满足： 

    1） ( )",3,2,11 =≤+ nuu nn  

    2） 0lim =
∞→ nn
u ，则 ( )∑

∞

=

+−
1

11
n

n
n u 收敛，且 ( ) 1

1

110 uu
n

n
n <−< ∑

∞

=

+  

 
    四、绝对收敛与条件收敛 
    1．定理 
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    若∑
∞

=1n
nu 收敛，则∑

∞

=1n
nu 一定收敛；反之不然。 

    2．定义 

    若∑
∞

=1n
nu 收敛，则称∑

∞

=1n
nu 为绝对收敛； 

    若∑
∞

=1n
nu 收敛，而∑

∞

=1n
nu 发散，则称∑

∞

=1n
nu 为条件收敛。 

    3．有关性质 
    1）绝对收敛级数具有交换律，也即级数中无穷多项任意交换顺序，得到级数仍是绝对收敛，且其和不变。 

    2）条件收敛级数的正项或负项构成的级数，即 ( )nn
n

uu +∑
∞

=1 2
1

或 ( )nn
n

uu −∑
∞

=1 2
1

一定是发散的。 

    4．一类重要的级数 

    设
( )∑

∞

=

+−

1

11
n

n

n ρ  

   1）当 1>ρ 时，
( )∑

∞

=

+−

1

11
n

n

n ρ 是绝对收敛的 

    2）当 10 ≤< ρ 时，
( )∑

∞

=

+−

1

11
n

n

n ρ 是条件收敛的 

    3）当 0≤ρ 时，
( )∑

∞

=

+−

1

11
n

n

n ρ 是发散的 

 
    （乙）典型例题 
 
    一、主要用部分和数列的极限讨论级数的敛散性 
    例 1．判定下列级数敛散性，若收敛并求级数的和。 

    1）
( )( )∑

∞

= +++1 11
1

n nnnn
 

    2）∑
∞

=

−

1 2
12

n
n

n
 

    1）解：
( )( )∑

∞

= +++1 11
1

n nnnn
的 

    
( )( )∑

= +++
=

n

k
n kkkk

S
1 11

1
 

    
( )

( ) ( ) ( )∑
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −++

−+
=

n

k
n

kkkk

kkS
1

22
11

1
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       ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=
n

k kk1 1
11

 

       
1

11
+

−=
n

 

    1lim =
∞→ nn

S∵  

    
( )( ) 1

11
1

1
=

+++
∴∑

∞

=n nnnn
，收敛 

[注] 如果只判别收敛性不需要求和，那么可以用比较判别法的极限形式 

因为 )(
2

1~
)1()1(

1

2
3 ∞→

+++
n

nnnnn
当  

而 1
2
3
>=p ,可知∑

∞

=1 2
3

2

1
n n

收敛，从而原级数收敛 

    2）解： nn
nS
2

12
2
5

2
3

2
1

32

−
++++= "        ① 

    1432 2
12

2
32

2
5

2
3

2
1

2
1

+

−
+

−
++++= nnn

nnS "    ② 

    ①-②得 132 2
12

2
1

2
1

2
12

2
1

2
1

+

−
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++= nnn

nS "  

                11 2
12

2
11

2
1

+−

−
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= nn

n
 

                12
32

2
3

+

+
−= n

n
 

    3lim =
∞→ nn

S∵  

    3
2

12
1

=
−

∴∑
∞

=n
n

n
，收敛 

    例 2．设数列{ }nna 收敛，级数 ( )∑
∞

=
−−

1
1

n
nn aan 收敛，证明∑

∞

=0n
na 收敛 

    证：由题意可知 Anann
=

∞→
lim 存在 

    ( ) SaakS
n

k
kknnn

=−= ∑
=

−∞→∞→ 1
1limlim 存在 

    而 ( ) ( ) ( ) ( )1231201 32 −−++−+−+−= nnn aanaaaaaaS "  

         ∑
−

=

−=
1

0

n

k
kn ana  
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    因此，∑
−

=

−=
1

0

n

k
nnk Snaa  

    ∑
−

=
∞→∞→∞→

−=−=
1

0
limlimlim

n

k
nnnnkn

SASnaa  

    于是级数∑
∞

=

−=
0n

n SAa 是收敛的 

 
    二、主要用判别法讨论级数的敛散性 

    例 1．设级数 ( )∑
∞

=

≥
1

0
n

nn aa 收敛，则∑
∞

=1n

n

n
a

收敛 

    解： 

    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤= 22

1
2
1

n
a

n
a

n
a

n
nn   ( )算术平均值几何平均值 ≤  

    已知∑
∞

=1n
na 收敛，∑

∞

=1
2

1
n n

收敛，故 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∑

∞

=
2

1

1
2
1

n
an

n
收敛 

    再用比较判别法，可知∑
∞

=1n

n

n
a

收敛 

    例 2．正项数列{ }na 单调减少，且 ( )∑
∞

=

−
1

1
n

n
n a 发散，问

n

n na∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+1 1

1
是否收敛？并说明理由。 

    解： 

    0≥na∵ ，又单调减少， 

    aann
=∴

∞→
lim 存在，如果 0=a ，根据莱布尼兹判别法可知 ( )∑

∞

=

−
1

1
n

n
n a 收敛，与假设矛盾， 

    0>∴a ， 
    这样， 

    1
1

1
1

1
<

+
≤

+ aan

，  
nn

n aa
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ 1

1
1

1
 

    由等比级数

n

n a∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+1 1
1

收敛和比较判别法可知

n

n na∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+1 1

1
收敛。 

    例 3．设 ∫= 4
0

tan
π

xdxa n
n  

    （1）求∑
∞

=

++

1

2

n

nn

n
aa

的值。 

    （2）证明：对任意正常数 0>λ ，∑
∞

=1n

n

n
a
λ 收敛。 

    证明： 
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    （1） ( )∫ +=
+ + 4

0

22 tan1tan1 x
nnn dxxx

nn
aa

 

                   ( )1
1tantan1 4

0 +
== ∫ nn

xxd
n

x
n  

                  ( )∑∑
∞

=

∞

=

+ =
+

=
+

11

2 1
1

1
nn

nn

nnn
aa

 

    （2） ∫∫ +
==

1

0 2
4

0 1
tan dt

t
txdxa

nx
n

n  

         ∫ +
≤<

1

0 1
1

n
dtt n  

         ( ) 1

1
1

1
+<

+
< λλλ nnnn

an  

    11 >+λ∵ ， 

    ∑
∞

=
+∴

1
1

1
n nλ 收敛，由比较判别法可知∑

∞

=1n

n

n
a
λ 收敛。 

    例 4．设有方程 01 =−+ nxxn
，其中n 正整数，证明方程有唯一正实根 nx ，并证明 

    当 1>α 时，级数∑
∞

=1n
nxα
收敛。 

    证：记 ( ) 1−+= nxxxf n
n  

    当 0>x 时， ( ) 01 >+=′ − nnxxfn
α  

    故 ( )xfn 在 [ )+∞,0 上单调增加。 

    而 ( ) 010 <−=nf ， ( ) 01 >= nfn ，由连续函数的介值定理知 

    01 =−+ nxxn
存在唯一正实根 nx  

    由 01 =−+ n
n
n nxx 与 0>nx 知 

    
nn

x
x

n
n

n
11

0 <
−

=< ， 

    故当 1>α 时，

α
α ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<<

n
xn

10  

    而正项级数

α

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

1
n n

收敛， 

    所以当 1>α 时，级数∑
∞

=1n
nxα
收敛。 



 
126

§8.2  幂级数 

 
    （甲）内容要点 
 
    一、函数项级数及其收敛域与和函数（数学一） 
    1．函数项级数的概念 

    设 ( )( )",3,2,1=nxun 皆定义在区间 I 上，则 ( )∑
∞

=1n
n xu 称为区间 I 上的函数项级数。 

    2．收敛域 

    设 Ix ∈0 ，如果常数项级数 ( )∑
∞

=1
0

n
n xu 收敛，则称 0x 是函数项级数 ( )∑

∞

=1n
n xu 的收敛点，如果 ( )∑

∞

=1
0

n
n xu 发散，

则称 0x 是 ( )∑
∞

=1n
n xu 的发散点。函数项级数 ( )∑

∞

=1n
n xu 的所有收敛点构成的集合就称为收敛域。所有发散点构成的

集合称为发散域。 
    3．和函数 

    在 ( )∑
∞

=1n
n xu 的收敛域的每一点都有和，它与 x 有关，因此 ( ) ( )∑

∞

=

=
1n

n xuxS ， ∈x 收敛域称 ( )xS 为函数项级

数 ( )∑
∞

=1n
n xu 的和函数，它的定义域就是函数项级数的收敛域。 

 
    二、幂级数及其收敛域 
    1．幂级数概念 

    ( )∑
∞

=

−
0

0
n

n
n xxa 称为 ( )0xx − 的幂级数， ( )",2,1,0=nan 称为幂级数的系数，是常数，当 00 =x 时，∑

∞

=0n

n
n xa

称为 x 的幂级数。一般讨论∑
∞

=0n

n
n xa 有关问题，作平移替换就可以得出有关 ( )∑

∞

=

−
0

0
n

n
n xxa 的有关结论。 

    2．幂级数的收敛域 

    幂级数∑
∞

=0n

n
n xa 的收敛域分三种情形： 

    （1）收敛域为 ( )+∞∞− , ，亦即∑
∞

=0n

n
n xa 对每一个 x 皆收敛，我们称它的收敛半径 +∞=R  

    （2）收敛域仅为原点，除原点外幂级数∑
∞

=0n

n
n xa 皆发散，我们称它的收敛半径 0=R 。 

    （3）收敛域为 

    ( )RR,− 或 ( ]RR,− 或 [ )RR,− 或 [ ]RR,− 中的一种，我们称它的收敛半径为 R  

    ( )+∞<< R0  

http://www.1zhao.org
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    所以求幂级数的收敛半径 R 非常重要，（1）（2）两种情形的收敛域就确定的。而（3）的情形，还需讨论 R±
两点上的敛散性。 

    如果 l
a

a

n

n

n
=+

∞→

1lim （包括 ∞+ ）或 lan
nn
=

∞→
lim （包括 ∞+ ），则收敛半径

l
R 1
= （若 +∞=l ，则 0=R ，

若 0=l 则 +∞=R ），如果上述两极限不成立，那么就要用其它方法求收敛半径，后面有所讨论。 
 
    三、幂级数的性质 
    1．四则运算 

    设 ( )xfxa
n

n
n =∑

∞

=0
， 1Rx < ； ( )xgxb

n

n
n =∑

∞

=0
， 2Rx <  

    则 ( ) ( ) ( )xgxfxba
n

n
nn ±=±∑

∞

=0
， ( )21 ,min RRx <  

    ( ) ( ) ( )∑∑∑
∞

=
−

∞

=

∞

=

⋅=++++=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

0
00

00 n

n
nknkn

n

n
n

n

n
n xgxfxbababaxbxa ""  

    ( )21 ,min RRx <  

    2．分析性质 

    设幂级数∑
∞

=0n

n
n xa 的收敛半径 0>R ， ( ) ∑

∞

=

=
0n

n
n xaxS 为和函数，则有下列重要性质。 

    （1） ( )xS 在 ( )RR,− 内可导，且有逐项求导公式 

    ( ) ( ) ∑∑∑
∞

=

−
∞

=

∞

=

=
′

=
′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=′

1

1

00 n

n
n

n

n
n

n

n
n xnaxaxaxS 求导后幂级数的收敛半径不变，因此得出 

    ( )xS 在 ( )RR,− 内有任意阶导数，公式为 

    ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

−+−−=
kn

knk xknnnxS 11" ， Rx <     ( )",3,2,1=k  

    （2） ( )xS 在 ( )RR,− 内有逐项积分公式 

    ( ) ∑∑∫∫
∞

=

+
∞

= +
==

0

1

0
00 1n

nn

n

x n
n

x
x

n
a

dttadttS 且这个幂级数的收敛半径也不变。 

    （3）若 ( )xSxa
n

n
n =∑

∞

=0
在 ( )RRx −= 成立，则有下列性质： 

    （i） ( ) ∑
∞

=→
=

−
0

lim
n

n
n

Rx
RaxS 成立（

( )
( ) ( )∑

∞

=−→
−=

+
0

lim
n

n
n

Rx
RaxS 成立） 

    （ii） ( )∫ ∑
∞

=

+

+
=

R

n

nn R
n
a

dxxS
0

0

1

1
成立（ ( ) ( )∫ ∑−

∞

=

+−
+

−
=

0

0

1

1R
n

nn R
n

a
dxxS 成立） 
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    （iii）∑
∞

=

−

1

1

n

n
n xna 在 ( )RRx −= 不一定收敛 

    也即 ( )∑
∞

=
−

− ′=
1

1

n

n
n RSxna   不一定成立。  ( )( )RS −′+  

    如果∑
∞

=0n

n
n xa 在 ( )RRx −= 发散，那么逐项求导后的级数 

    ∑
∞

=

−

0

1

n

n
nxna 在 ( )RRx −= 一定发散，而逐项积分后的级数 

    ∑
∞

=

+

+0

1

1n

nn x
n
a

在 ( )RRx −= 有可能收敛。 

     
    四、幂级数求和函数的基本方法 
    1．把已知函数的幂级数展开式（§8.3 将讨论）反过来用。 
    下列基本公式应熟背： 

    （1）∑
∞

= −
=

0 1
1

n

n

x
x     1<x  

    （2）∑
∞

=

=
0 !n

x
n

e
n
x

    +∞<x  

    （3） ( ) ( ) x
n
x n

n

n sin
!12

1
12

0
=

+
−

+∞

=
∑ ，  +∞<x  

    （4） ( ) ( )∑
∞

=

=−
0

2

cos
!2

1
n

n
n x

n
x

，    +∞<x  

    （5） ( ) ( )∑
∞

=

+

+=
+

−
0

1

1ln
1

1
n

n
n x

n
x

，  ( )11 ≤<− x  

    （6）
( ) ( ) ( )∑

∞

=

+=
+−−

+
1

1
!

111
n

n xx
n

n αααα "
，  11 <<− x   （α为实常数） 

    2．用逐项求导和逐项积分方法以及等比级数求和公式 

例：求∑
∞

=

−

1

1

n

nnx 的和函数 

解： 2
111

1

)1(
1)'

1
()'()'(

xx
xxxnx

n

n

n

n

n

n

−
=

−
=== ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

−  

    3．用逐项求导和逐项积分方法化为和函数的微分方程从而求出微分方程的解。 
 
    五、利用幂级数求和函数得出有关常数项级数的和 
 
    （乙）典型例题 
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    例 1．求下列幂级数的和函数。 

    （1） ( )∑
∞

=

+
0

12
n

nxn      

    （2）
( )∑

∞

= +
−

0

2

1
1

n

nx
n
n

 

    解： 

    （1）可求出收敛半径 1=R ，收敛域为 ( )1,1−  

    ( ) ( ) ∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

+=+=
0 00
212

n n

nn

n

n xnxxnxS  

         
x

dtntx
n

x n

−
+
′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∑∫

∞

=

−

1
12

1
0

1  

         
xx

xx
x

xx
n

n

−
+

′

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

=
−

+
′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∑

∞

= 1
1

1
2

1
12

1
 

         
( ) ( )22 1

1
1

1
1

2
x
x

xx
x

−
+

=
−

+
−

=     ( )1,1−∈x  

    （2）可以从求出和函数后，看出其收敛域 

    ( ) ( ) ( )[ ] n

n

n

n
x

n
nx

n
nxS ∑∑

∞

=

∞

= +
−+

=
+
−

=
0

2

0

2

1
21

1
1

 

        ( ) ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

= +
+−+=

000 1
1441

n

n

n

n

n

n x
n

xxn  

    令 ( ) ( )∑
∞

=

+=
0

1 1
n

nxnxS ， ( )
x

xxS
n

n

−
== ∑

∞

= 1
44

0
2   1<x ， 

      ( ) ∑
∞

= +
=

0
3 1

14
n

nx
n

xS  

   ( ) ( )
x

xxdttndttS
n

n

n

x nx

−
==+= ∑∑∫∫

∞

=

+
∞

= 1
1

0

1

0
00 1   1<x  

     ( )
( )21 1

1
1 xx

xxS
−

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

=∴   1<x  

      ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

−∞

=

+ −−
−=

+
=

1

1

0

1
3

14
1

14
n

nn

n

n

n
xx

n
xxS  

             ( )x−−= 1ln4   ( )11 <≤− x  

    这里用到公式
( ) ( )t

n
t

n

nn

+=
−∑

∞

=

−

1ln1
1

1

  ( )11 ≤<− t  
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    于是 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )x
xxx

xSxSxSxS −−
−

−
−

=+−= 1ln4
1

4
1

1
2321  

    
( )

( )x
xx

x
−−

−
−

= 1ln4
1

34
2   ( )1,1−∈x 且 0≠x  

    从上面运算也看先要假设 0≠x ，但 ( ) 10 0 == aS ， 

    又 ( )
( )

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−

−
−

=
→→ x

x
x

xxS
xx

1ln4
1

34limlim 200
 

              ( ) 1
1

1
1

lim43
0

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
−

−−=
→

x
x

，说明 ( )xS 在 0=x 处不但有定义而且是连续的，这正是幂级数的和

函数应具备的性质。 

    因此， ( )
( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠<−−
−
−

=
=

  01,       1ln4
1

34
0      ,1

2 xxx
xx

x
x

xS
且

 

    例 2．已知 ( )xfn 满足 ( ) ( ) xn
nn exxfxf 1−+=′ ，（n 为正整数），且 ( )

n
efn =1 ，求函数项级数 ( )∑

∞

=1n
n xf 之和。 

   例 3．设级数 ( )+∞<<∞−+
⋅⋅⋅

+
⋅⋅

+
⋅

xxxx "
864264242

864

的和函数为 ( )xS ，求： 

    （1） ( )xS 所满足的一阶微分方程 

    （2） ( )xS 的表达式 

    例 4．求
( ) ( )∑

∞

=

+−−

0

2

2
11

n
n

n nn
的和 

  

§8.3  将函数展开成幂级数 

    （甲）内容要点 
 
    一、泰勒级数与麦克劳林级数的概念 
    1．基本概念 

    设函数 ( )xf 在点 0x 的某一邻域 δ<− 0xx 内具有任意阶导数，则级数

( ) ( )( )n
n

n

xx
n

xf
0

0

0

!
−∑

∞

=

称为函数 ( )xf

在 0x 处的泰勒级数。（注：这里泰勒级数是否收敛？是否收敛于 ( )xf 都不知道），特别地，当 00 =x ，则级数

( ) ( )∑
∞

=0 !
0

n

n
n

x
n

f
称为 ( )xf 的麦克劳林级数 
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    2．函数展成幂级数的条件 

    设 ( )xf 在 Rxx <− 0 内有任意阶导数，它的泰勒公式 

    ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )xRxx
n

xf
xx

xf
xxxfxfxf n

n
n

+−++−
′′

+−′+= 0
02

0
0

000 !!2
"  

    其中 ( )xRn 为 n 阶余项，它的拉格朗日型为 

    ( )
( ) ( )[ ]

( ) ( ) 1
0

00
1

!1
+

+

−
+

−+
= n

n

n xx
n

xxxf
xR

θ
 ( )10 <<θ  

    则 ( )
( ) ( ) ( )∑

∞

=

−=
0

0
0

!n

n
n

xx
n

xf
xf     Rxx <− 0 的充要条件为 ( ) 0lim =

∞→
xRnn

， 

Rxx <− 0 而且 ( )xf 在 0x 处幂级数展开式是唯一的。 

    特别地， 00 =x 时得到函数展成麦克劳林级数的充分必要条件。 

 
    二、函数展成幂级数的方法 
    1．套公式 

    ( ) ( )∑
∞

=

−=
0

0
n

n
n xxaxf ， Rxx <− 0  

    
( ) ( )

!
0

n
xf

a
n

n =  ( )",2,1,0=n  

    例 n

n

x x
n

e ∑
∞

=

=
0 !

1
， +∞<x  

    ( ) ( )∑
∞

=

+

+
−=

0

12

!12
1sin

n

n
n

n
xx ， +∞<x  

    ( ) ( ) ( ) n

n
x

n
nx ∑

∞

=

+−−
+=+

1 !
1111 αααα "

， 1<x ，（α为实常数） 

    2．逐项求导 

    例． ( ) ( ) ( )∑
∞

=

−=′=
0

2

!2
1sincos

n

n
n

n
xxx ， +∞<x  

    
( ) ∑∑

∞

=

−
∞

=

=
′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

=
− 1

1

0
2 1

1
1

1
n

n

n

n nxx
xx

， 1<x  

    3．变量替换法 

    例． ∑∑
∞

=

∞

=

===
0

2

0 !
1

!
12

n

nn

n

tx x
n

t
n

ee ， +∞<x  

    ( ) ( ) ( ) n

n

n

n

n xx
xx

2

00

2
22 1

1
1

1
1 ∑∑

∞

=

∞

=

−=−=
−−

=
+

， 1<x  
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    4．逐项积分法 

    例． ( ) ( )∫ ∫ ∑
∞

=

−=
+

=+
x x

n

ndttdt
t

x
0 0

01
11ln  

       
( )∑

∞

=

+

+
−

=
0

1

1
1

n

nn

n
x

  ( )11 ≤<− x  

    由此可得
( )∑

∞

= +
−

=
0 1

12ln
n

n

n
 

    ( ) ( )
∫ ∑∫ ∑

∞

=

+∞

= +
−

=−=
+

=
x

n

nn
x

n

n

n
xdttdt

t
x

0
0

12

0
0

2
2 12

1
1

1arctan  

    由此可得
( )∑

∞

=

==
+

−

0 4
1arctan

12
1

n

n

n
π

 

    5．其它方法 

例 1：把
23

1)( 2 +−
=

xx
xf 展成 x 的幂级数 

分析：如果用套公式法那么很烦，有人求出 "++++= 3
3

2
210)( xaxaxaaxf ，没有求出一般项

n
n xa ，就不

行！应该这样做：
1

1
2

1
)2)(1(

1)(
−

−
−

=
−−

=
xxxx

xf  

∑ ∑∑
∞

=

∞

=

+
∞

=

−=−=
−

−
−

=
0 0

1

0
])

2
1(1[)

2
1(

2
1

)
2

(1

1
2
1

1
1

n n

nnnn

n

n xxx
xx

 

    例 2：
2

2cos1cos2 xx +
= 把 x2cos 用变量替换法展开，代入化简即可。上面都是把函数展成 x 的幂级数（麦

克劳林级数）如果要展成 ( )0xx − 的幂级数（泰勒级数），一般经过适当处理后可利用麦克劳林级数的结果，后

面典型例题中再讨论。 
 
    （乙）典型例题 
 

    例 1．将 ( )
x
xxf

21
21arctan

+
−

= 展成 x 的幂级数，并求
( )∑

∞

= +
−

0 12
1

n

n

n
的和 

    解： ( ) ( )∑
∞

=

−−=
+
−

=′
0

2
2 412

41
2

n

nnn x
x

xf∵    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
1,

2
1x  

          ( )
4

1arctan0 π
==f  

    ( ) ( ) ( )∫ ′+=∴
x

dttffxf
0

0  

          ( )∫ ∑
∞

=

−−=
x nn

n

n dtt
0

2

0
412

4
π
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( )∑

∞

=

+

+
−

−=
0

12

12
412

4 n

n
nn

x
n

π
  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
1,

2
1x  

    
( )∑

∞

= +
−

0 12
1

n

n

n
∵ 收敛，函数 ( )xf 在

2
1

=x 处连续 

    ( ) ( ) 12

0 12
412

4
+

∞

=
∑ +

−
−=∴ n

n

nn

x
n

xf π
   ⎥⎦

⎤
⎜
⎝
⎛−∈

2
1,

2
1x  

    将
2
1

=x 代入，
( )∑

∞

=
+ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

+
−

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
122

1
12
412

42
1

n
n

nn

n
f π

 

    又 0
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f ，故得

( )∑
∞

=

=
+

−

0 412
1

n

n

n
π

 

    例 2．求 ( ) xxf ln= 在 1=x 处的泰勒级数 

    解： ( )[ ] ( ) ( )
n

xxx
n

n

n 1111lnln
1

1 −
−=−+= ∑

∞

=

−    ( )20 ≤< x  

    例 3．求 ( )
23

1
2 ++

=
xx

xf 在 1=x 处的泰勒级数 

    解： ( ) ( )13
1

12
1

2
1

1
1

23
1

2 −+
−

−+
=

+
−

+
=

++ xxxxxx
 

                   

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−−

⋅−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−−

⋅=

3
11

1
3
1

2
11

1
2
1

xx
 

                   ( ) ( )nnn
n

n x 1
3

1
2

11 11
0

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−= ++

∞

=
∑    ( )31 <<− x  

    例 4．求 ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
1x
ee

dx
dxf

x

在 1=x 外的泰勒级数 

    解：
( )∑

∞

=

− −
=⋅=

0

1

!
1

n

n
xx

n
xeeee     ( )+∞<<∞− x  

    
( ) ( ) ( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
++

−
+

−
+=

−
− −

""
!
1

!3
1

!2
11

1

12

n
xxxe

x
ee nx

 

    （这里补充定义 1=x 时函数值为 e） 

    ( ) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

−
++−+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
− − "" 21

!
11

!3
2

!2
1

1
n

x

x
n

nxe
x

ee
dx
d

 

    （这里补充定义 ( )
!2

1 ef = ） 

    例 5．求 ( ) xxf sin= 在
4
π

=x 处的泰勒级数 
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    解： ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

44
sinsin ππ xx ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

4
sin

4
cos

4
cos

4
sin ππππ xx  

             ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

4
sin

4
cos

2
2 ππ xx  

             

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= "

!3
4

!2
4

4
1

2
2

32 ππ
π

xx
x    ( )+∞<<∞− x  

§8.4  傅里叶级数（数学一） 

    （甲）内容要点 
 
    一、三角函数系的正交性 

    定义在 [ ]ll,− ( )0>l 上的三角函数系 

    "" ,sin,cos,,2sin,2cos,sin,cos,1 x
l

nx
l

nx
l

x
l

x
l

x
l

ππππππ
 

    看作实数域上的线性空间，再定义内积 

    ( ) ( ) ( )∫−=
l

l
dxxgxfgf , 则任意两个元素的内积皆为 0，也即有 

    0sin1cos1 =⋅=⋅ ∫∫ −−

l

l

l

l
xdx

l
ndx

l
n ππ

  ( )",2,1=n  

    ∫− =
l

l
xdx

l
nx

l
m 0cossin ππ

， ( )",2,1, =nm  

    ∫ ∫− −
==

l

l

l

l
xdx

l
nx

l
mxdx

l
nx

l
m 0sinsincoscos ππππ

  ( )nmnm ≠= 且,,2,1, "  

    故称这个三角函数系是正交的。 
 
    二、傅里叶系数与傅里叶级数 

    设 ( )xf 以 ( )02 >ll 为周期或只定义在 [ ]ll,− 上的可积函数， 

    令 ( )∫−=
l

ln xdx
l

nxf
l

a πcos1
， ",2,1,0=n  

      ( )∫−=
l

ln xdx
l

nxf
l

b πsin1
， ",2,1,0=n  

    则称 nn ba , 为 ( )xf 的傅里叶系数。 

    三角级数 ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

1

0 sincos
2 n

nn x
l

nbx
l

na
a ππ

 

    称为 ( )xf 的傅里叶级数（关于周期为 l2 ，或只在 [ ]ll,− ） 

    记以 ( ) ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

1

0 sincos
2

~
n

nn x
l

nbx
l

na
a

xf ππ
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    值得注意在现在假设条件下有 ( )xf 傅里叶系数和傅里叶级数的相关概念，但并不知道傅里叶级数是否收敛，

更不知道傅里叶级数是否收敛于 ( )xf  

 
    三、狄利克雷收敛定理 

    设 ( )xf 在 [ ]ll,− 上定义，且满足 

    （1） ( )xf 在 [ ]ll,− 上连续或只有有限个第一类间断点 

    （2） ( )xf 在 [ ]ll,− 上只有有限个极值点 

    则 ( )xf 在 [ ]ll,− 上的傅里叶级数 ( )xSx
l

nbx
l

na
a

n
nn =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++∑

∞

=1

0 sincos
2

ππ
收敛，且 

    ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )[ ]⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

±=−++−

−∈−++

−∈

=

lxlflf

xfllxxfxf

xfllxxf

xS

            ,00
2
1

,            ,00
2
1

,                                       ,

当

的第一类间断点为当

的连续点为当

 

    我们把上述两个条件称为狄利克雷条件 
 
    四、正弦级数与余弦级数 

    1．设 ( )xf 以 l2 为周期或在 [ ]ll,− 上定义，且满足狄利克雷条件。 

    （1）如果 ( )xf 是奇函数，则 0=na  ( )",2,1,0=n  

    而 ( )∫=
l

n xdx
l

nxf
l

b
0

sin2 π
 ( )",2,1=n  

    这时 ( )xf 的傅里叶级数为正弦级数 

    （2）如果 ( )xf 是偶函数，则 0=nb  ( )",3,2,1=n  

而 ( )∫=
l

n xdx
l

nxf
l

a
0

cos2 π
 ( )",2,1,0=n  

    这时 ( )xf 的傅里叶级数为余弦级数。 

    2．设 ( )xf 在 [ ]l,0 上定义，且在 [ ]l,0 上连续或只有有限个第一类间断点，只有有限个极值点，那么 ( )xf 在

[ ]l,0 上可以有下列两个傅里叶展开式 

    （1） ( ) ∑
∞

=

+
1

0 cos
2

~
n

n l
na

a
xf π

 

    其中 ( )∫=
l

n xdx
l

nxf
l

a
0

cos2 π
 ( )",2,1,0=n  
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    （2） ( ) ∑
∞

=1
sin~

n
n x

l
nbxf π

， ( )",3,2,1=n  

    其中 ( )∫=
l

n xdx
l

nxf
l

b
0

sin2 π
 

    因为在（1）中，相当于 ( )xf 从 [ ]l,0 按偶函数扩充定义到 [ )0,l− ；在（2）中，相当于 ( )xf 从 [ ]l,0 按奇函

数扩充定义到 [ )0,l− ，得出傅里叶级数只在 [ ]l,0 上，因此为余弦级数或正弦级数都可以。至于这些级数收敛的

和函数仍按狄利克雷收敛定理的结论。 
 
    （乙）典型例题 
 

    例 1．把 ( ) xxf −= 10 ， 155 ≤≤ x 展成以 10 为周期的傅里叶级数 

     例 2．将函数 ( ) xxf += 2         ( )11 ≤≤− x 展成以 2 为周期的傅里叶级数，并由此求级数∑
∞

=1
2

1
n n

的

和。 
 

    例 3．设 ( )xf 在 [ ]ππ ,− 上可积， nn ba , 为 ( )xf 的傅里叶系数，试证： 

    ( ) ( )∑ ∫
=

−
≤++

N

n
nn dxxfba

a
1

222
2
0 1

2
π

ππ
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